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Zusammenfassung

Die Bewegung eines starren Kérpers 148t sich mathematisch zwischen zwei Zeitpunkten #;
und #3 durch eine lineare Abbildung beschreiben, der man Rotations- und Translationspa-
rameter entnehmen kann. Aus diesen Bewegungsparametern ergibt sich die Orientierung
der Rotationsachse, nicht aber ihre genaue Lage im Raum. Bei Bewegungsabliufen eines
Objektes, das aus beweglich miteinander verbundenen starren Einzelteilen zusammenge-
setzt ist, stellen die Verbindungsachsen der Einzelteile eine wesentliche Bewegungscha-
rakteristik dar. Bei der Bewegungsbeschreibung eines starren Einzelteils ist daher eine
korperfeste Rotationsachse gesucht, die mit einer Verbindungsachse (physikalischen Ro-
tationsachse) des Einzelteils zusammenfillt. Um eine geeignete Wahl treffen zu kénnen,
wird die Lage der Rotationsachse durch eine Glattheitsannahme eingeschrinkt, welche in
Form eines Bewegungsmodells ausgedriickt wird. Es ergibt sich eine einfache und natiirli-
che Bewegungsbeschreibung, die die inhirenten physikalischen Bewegungsabhiingigkeiten
der Einzelteile zum Ausdruck bringt.

Abstract

The motion of a rigid body can be mathematically described by a linear transformation,
which includes both rotational and translational parameters. These parameters deter-
mine the orientation of the rotation axis, but they are not sufficient to determine its
exact position in space. The motion of an object, which is composed of jointed rigid
parts can be characterized by the joint axis. Therefore, to describe the motion of a ri-
gid component, we are interested in a rotation axis fixed to the part, which coincides
with the joint axis. To find a proper axis, we use a smoothness constraint expressed
by a motion model. This results in a simple and natural description of the object mo-
tion. In addition, the motion constraints between the rigid components are adequately
modeled.
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Kapitel 1

Einleitung

Die vorliegende Arbeit entstand im Arbeitsbereich Kognitive Systeme des Fachbereichs
Informatik der Universitit Hamburg. An diesem Arbeitsbereich beschiftigt man sich
seit lingerem mit der Analyse von Bildfolgen. Ein Ziel dieser Analyse ist es, eine geo-
metrische Szenenbeschreibung [Neumann 82] zu erstellen, welche die Objekte und deren
Bewegungen in der Szene rdumlich beschreibt. Die Aufgabe besteht also zunichst darin,
aus den zweidimensionalen Bildvorlagen eine Zerlegung der Szene in eigenstindig sich
bewegende Objekte zu gewinnen. Fiir jedes dieser Objekte ist die dreidimensionale Form
und die dreidimensionale Bewegung zu rekonstruieren. Dabei gibt die gesuchte Bewe-
gungsbeschreibung dariiber Aufschluf}, wie sich die Objekte in der Szene zwischen den
Bildaufnahmezeitpunkten bewegt haben.

Um raumliche Informationen zu erhalten, muf die beim Abbildungsproze verloren-
gegangene Tiefeninformation zuriickgewonnen werden. Dieses 148t sich unter anderem
dadurch erreichen, dafi man die verschiedenen Ansichten der Objekte nutzt, die eine
Bildfolge bereitstellt. Dazu sucht man zunichst in jedem Bild dieser Bildfolge lokal nach
markanten Merkmalen. Diese sollen so beschaffen sein, daf sie die Bilder von markanten
Objektmerkmalen darstellen (wie z.B. Eckpunkte, Schnittpunkte von Kanten etc.). Aus
diesen Bildmerkmalen lassen sich die rdumlichen Tiefen der zugehérigen Objektmerk-
male zuriickgewinnen, wenn es gelingt, das Abbild jedes Objektmerkmales in mehreren
Bildern der Bildfolge (idealerweise in allen Bildern der Folge) zu finden. Zuordnungen
von Bildmerkmalen, die aus unterschiedlichen Bildern stammen und Bilder desselben Ob-
jektmerkmales sind, nennt man Korrespondenzen. Sind die Bilder zu unterschiedlichen
Zeitpunkten entstanden, so spricht man von zeitlichen Korrespondenzen. Sind sie zum
selben Zeitpunkt aus unterschiedlichen Positionen aufgenommen worden, so nennt man
die Zuordnungen der Bildmerkmale riumliche Korrespondenzen.

Verwendet man eine monokulare Bildfolge, so mufl man die Form und die Bewe-
gung der Objekte allein aus den zeitlichen Korrespondenzen ermitteln. Das Kapitel 2
beschiftigt sich mit verschiedenen Arbeiten zu diesem Problem. In allen vorgestellten
Verfahren miissen einschrinkende Annahmen gemacht werden, damit das Problem ma-
thematisch gelést werden kann. In den meisten Fillen setzt man voraus, dafl die Objekte
starr sind. Andere Ansitze machen einschrinkende Annahmen iiber die Objektbewegung.
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Im SISSY (Stereo Image Sequence SYstem) Projekt, in dem auch diese Arbeit ent-
stand, wird mit zwei sich an unterschiedlichen Positionen befindenden Farbbildkameras
eine bewegte Szene aufgenommen. Man erhilt eine zeitlich diskrete Folge von farbigen
Stereobildern. Da man zu jedem Zeitpunkt zwei unterschiedliche Ansichten derselben
Szene erhilt, kann man aus den rdumlichen Korrespondenzen eines Raumpunktes p des-
sen 3D-Koordinaten direkt bestimmen. Der gesuchte Punkt im Raum mufi namlich auf
den Projektionsstrahlen der beiden korrespondierenden Bildpunkte liegen. Die Koor-
dinaten von p erhilt man also, indem man den Schnittpunkt dieser beiden Geraden
bestimmt. Um aus den rjumlichen Korrespondenzen die Tiefe des Raumpunktes bestim-
men zu kénnen, benétigt man die genauen Positionen und Orientierungen der Kameras
sowie deren Abbildungsparameter (z. B.: Brennweite, BildgréBe etc.). Diese lassen sich
aus Bildern von genau vermessenen Objekten bestimmen. Dieser Vorgang wird als Kame-
rakalibrierung bezeichnet. Einen Einblick in die Probleme der Kamerakalibrierung gibt
[Bock 89]. Da die Tiefeninformation nicht mehr aus dem zeitlichen Kontext gewonnen
werden muf, kann die Einschrinkung auf starre Objekte, wie sie bei der dynamischen
Szenenanalyse von monokularen Bildfolgen benétigt wird, entfallen.! Damit sind wir in
der Lage, nicht nur Form und Bewegung von Objekten, sondern auch zeitliche Form-
verinderungen der Objekte zu beschreiben.

Die raumlichen Koordinaten von Szenenpunkten kénnen sowohl aus den zeitlichen als
auch aus den riumlichen Korrespondenzen der zugehérigen Bildpunkte ermittelt werden.
Trotz der genannten Vorteile, die man durch die Verwendung einer Stereokamera erhilt,
existieren Grenzfille, wie noch gezeigt werden wird, in denen nur monokulare Methoden
weiterhelfen kénnen.

Wir werden in dieser Arbeit voraussetzen, dal das Korrespondenzproblem niherungs-
weise gelost wurde und daff die rdumlichen Koordinaten von korrespondierenden Bild-
punkten zu aufeinanderfolgenden Zeitpunkten bereits ermittelt wurden. Mit Hilfe dieser
rekonstruierten Punkte werden wir versuchen, die riumliche Bewegung der Objekte zu
beschreiben. Die Beschreibung soll die Bewegung auf eine moglichst einfache Weise wie-
dergeben und dariiberhinaus geeignet sein, die Bewegung eines Objektes vorherzusagen,
unter der Anralinic, daB es sich unverindert weiterbewegt. Wir worden voraussetzen,
daB die Objekte aus starren Einzelteilen zusammengesetzt sind. Dabei sollen die Ver-
bindungen der Einzelteile so beschaffen sein, daB die relative Rotationsbewegung der
verbundenen Teile bis auf einen verbleibenden Freiheitsgrad eingeschrinkt wird. Damit
rotieren die verbundenen Teile um eine Rotationsachse, die ihre Orientierung beziiglich
der Teile beibehilt. Die relative Translationsbewegung der verbundenen Teile werden wir
durch ein Bewegungsmodell einschrinken. Ein Beispiel fiir ein derartiges Objekt wire
ein Roboter. Er besteht aus starren Teilen, die iiber Gelenke oder Achsen miteinander
verbunden sind.

In Kapitel 3 wird zun#ichst versucht eine Bewegungsbeschreibung fiir einzelne Punkte
zu finden, die die zukiinftige Bewegung des betrachteten Punktes vorhersagen kann. Dazu

'Fiir ein Stereobildpaar ist die Forderung nach starren Objekten trivialer Weise erfiillt, da die Auf-
nahmen zum selben Zeitpunkt gemacht wurden.
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wird eine Approximationsfunktion gesucht, die die riumliche Bewegungsbahn (Trajekto-
rie) des betrachteten Punktes beschreibt. Die gewonnene Funktion wird dabei nur einen
sehr beschriankten Einblick in die physikalische Bewegung und deren Ursachen geben. Zu
Bewegungsvorhersagen eignet sie sich kaum.

Wir werden daher im weiteren versuchen, die Bewegung von makroskopischen Kor-
pern zu beschreiben, indem wir fiir alle ermittelten Punkte des Kérpers eine geschlossene
Bewegungsbeschreibung suchen. Dazu miissen die Punkte zunidchst zu Koérpern grup-
piert werden. Da im SISSY-Projekt kein szenenspezifisches Wissen verwendet wird, ist
nicht von vornherein klar, welche Punkte zum selben Objekt gehoren. In diesem Fall las-
sen sich nur allgemeine Annahmen ausnutzen. So erwartet man von Punkten desselben
Objektes dhnliche Eigenschaften, wie z. B. rdumliche Nihe oder gleichartige Bewegung.
Bewegen sich Punkte zueinander starr, so liefert dies einen Hinweis darauf, dafl sie zum
selben Objekt gehdren. Cieses strenge Bewegungskriterium werden wir in Abschnitt 4.1
zur Gruppierung verwenden. Fiir jedes dieser Einzelteile wird nun zunichst eine Bewe-
gungsbeschreibung gesucht. Der Abschnitt 4.2 beschiftigt sich mit den mathematischen
Grundlagen, die wir fiir die Beschreibung der Bewegung starrer Kérper benétigen. In
Abschnitt 4.3 werden wir dann ein Verfahren vorstellen, mit dem sich die Bewegungspa-
rameter fiir ein starres Einzelteil aus den Punktkoordinaten ermitteln lassen.

Die ermittelten Bewegungsparameter beschreiben die Bewegung eines starren Kérpers
durch Rotation und Translation. In der Physik stellen Rotation und Translation zwei un-
terschiedliche und unabhiangige Bewegungsphinomene dar. Méchte man die ermittelten
Bewegungsparameter physikalisch interpretieren, so mufl man bedenken, dafl sich die
Translation nicht eindeutig ergibt, sondern von der rdumlichen Lage der Rotationsachse
abhingt. Man muf} also versuchen, die Lage der Rotationsachse so zu wihlen, daff die
resultierenden Translationsparameter geeignet sind, um physikalische Bewegungsgréfien
wie Geschwindigkeit und Beschleunigung wiederzugeben. In Kapitel 5 werden wir zei-
gen, wie eine geeignete Wahl getroffen werden kann. Weiterhin werden wir versuchen,
die Kopplungen der Einzelteile zu bestimmen, indem wir die Bewegungen der Einzelteile
miteinander in Beziehung setzen. Sind zwei Teile miteinander verbunden, z. B. iiber
eine gemeinsame Achse, so sind ihre Bewegungen korreliert. Um die strukturelle Bezie-
hung der beiden Teile zum Ausdruck zu bringen, empfiehlt es sich, die Bewegung eines
Teiles relativ zu seinem Verbindungspartner zu beschreiben. Diese Beschreibung wird
sich dadurch auszeichnen, da8 sie einfacher ist als andere Beschreibungen. Eine einfache
Bewegungsbeschreibung gibt dariiber hinaus die physikalischen Ursachen der Bewegung
am besten wieder. Diese sind fiir das Verstehen der Bewegung von grofiler Bedeutung.
So gewinnt man, um beim Beispiel des Roboters zu bleiben, einen Uberblick iiber seine
Zusammensetzung und iiber die Art der herrschenden Verbindungen.

Ich werde in dieser Arbeit versuchen, eine einfache und natiirliche Bewegungsbeschrei-
bung fiir solche Objekte zu erstellen, die aus verbundenen starren Teilen zusammengesetzt
sind. Die Bewegungen derartiger Objekte wurden von Asada + Tsuji 83 bereits unter-
sucht. Wir werden uns zunichst mit ihrem Verfahren beschiftigen und danach einen
eigenen Ansatz vorstellen, der eine flexiblere und allgemeinere Beschreibung derartiger
Bewegungen ermoglicht.
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“Structure from Motion”

Das visuelle System des Menschen ist in der Lage, beim Betrachten einer zeitlichen mon-
okularen Bildfolge, allein durch die Wahrnehmung der Ob jektbewegung auf die 3D-Form
und -Bewegung der Objekte zu schlieen. Die Bilder von bewegten Objekten werden rich-
tig interpretiert, selbst wenn die Objekte dem Betrachter unbekannt sind und/oder ein
einzelnes Bild keine 3D-Interpretation zulift. Diesen Interpretationsprozef bezeichnet
man gewohnlich als “Structure from Motion”.

Ausgehend von diskreten Merkmalen in diskreten Bildern ist aus mathematischer Sicht
die folgende Frage interessant: Wieviele Punkte in wievielen Ansichten werden benétigt,
um die Form und die Bewegung eines Objektes ermitteln zu kénnen? Theoretisch sind
die Umkehrungen der Projektionen immer mehrdeutig, d. h. fiir eine beliebige Anzahl von
Punkten und Ansichten gibt es unendlich viele Bewegungen der Punkte im Raum, die alle
dieselben Projektionen erzeugen. Daher miissen zusitzliche Annahmen gemacht werden,
welche die Losungsmenge geniigend einschrianken. Hierzu wird meistens die Starrheit der
Objekte vorausgesetzt (siche Seite 6), das heifit, es wird angenommen, daB die paarwei-
sen Punktabstinde konstant bleiben. Unter dieser Voraussetzung 148t sich nun fragen,
wieviele Punkte in wievielen Ansichten fiir eine eindeutige Losung nétig sind. Setzt man
perspektivische Projektion voraus, so 148t sich die Gréfle und Verschiebung der Objekte
bis auf einen beliebigen Skalierungsfaktor genau bestimmen.! Sei M die Anzahl der Bilder
und N die Anzahl der Punkte, so ergeben sich

MN —1 Unbekannte.

Dieses sind jeweils die Tiefen der N Punkte in den M Ansichten, wobei die Tiefe ei-
nes Punktes aufgrund des unbestimmbaren Skalierungsfaktors frei gewahlt werden kann.
Aus der Starrheitsannahme des Objektes lassen sich nun einschrinkende Gleichungen for-
mulieren. Um die Starrheit einer Punktkonfiguration zu gewihrleisten, miissen geniigend
viele paarweise Punktabstinde festgelegt werden. Bei drei Punkten miissen drei Abstinde
konstant bleiben. Fiir jeden weiteren Punkt sind drei weitere Abstinde notwendig. Somit

!Dies beruht auf der Tatsache, daff die GréBe eines Objektes aus den perspektivischen Projektionen
nicht bestimmt werden kann, solange nicht mindestens ein absoluter Abstand bekannt ist.
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erhélt man aus der Starrheitsannnahme 3( N — 2) Einschrinkungen pro Bildintervall, d.h.

insgesamt:
3(M - 1)(N —2) Einschrinkungen.

Eine eindeutige Losung des Problems kann nur dann existieren, wenn die Anzahl der
Einschriankungen gréfier oder gleich der Anzahl der Unbekannten ist. Wir erhalten somit
die folgende Beziehung [Ballard + Brown 82, Seite 214]:

3(M-1)(N-2) > MN-1
= 2MN-3N-6M+7 > 0

3 2

e :

= M > 2+2N—6 (2:0)
2

> 2.2

> ¥ & 3+ g (2.2)

Fiir eine gegebene Anzahl von Punkten/Ansichten 148t sich aus diesen Gleichungen er-
mitteln, wieviele Ansichten/Punkte mindestens vorliegen miissen, damit die Bestimmung
moglich wird. So ergibt sich beispielsweise aus Gleichung 2.1, daf} bei fiinf Punkten min-
destens zwei Ansichten benotigt werden, um das Problem lésen zu kénnen. Umgekehrt
geniigen bei drei Ansichten bereits vier Punkte (Gleichung 2.2). Bei dieser Betrach-
tung wurde perspektivische Projektion vorausgesetzt, welche zu nichtlinearen Gleichun-
gen fithrt. Bei nichtlinearen Gleichungen ist eine eindeutige Losung nicht unbedingt
gesichert, auch wenn die Anzahl der Unbekannten kleiner oder gleich der Anzahl der
gegebenen Einschrankungen ist.

Erste Untersuchungen hierzu wurden von Wallach + O’Connell 53 unternommen. In
ihren Versuchen zum - wie sie es nannten — “Kinetic Depth Effect” wurden Drahtrah-
menmodelle hinter einem durchscheinenden Schirm bewegt und die Schatten ihrer Par-
allelprojektion von der anderen Seite des Schirmes beobachtet. Die Beobachter konnten
aus der Verdnderung der Schattenbilder die Form und Bewegung der ihnen unbekannten
Drahtrahmenmodelle erkennen. In einem einzelnen Schattenbild war die Form nicht er-
kennbar. Wallach + O’Connell 53 vermuteten, dafl die Wahrnehmung der sich indernden
Kantenlingen und Kantenorientierungen den Interpretationsprozef steuern.

2.1 Arbeiten von Ullman

Versuche, wie sie von Ullman 79 durchgefiihrt wurden, scheinen die Vermutung von Wal-
lach + O’Connell 53 zu widerlegen. Ullman 79 machte Versuche mit Bildern, die nur
einzelne Punkte enthielten. Die Parallelprojektionen von zwei mit Punkten versehenen,
koaxial rotierenden Zylindern wurden von den Beobachtern richtig raumlich interpretiert,
obwohl die Zylinder selbst unsichtbar waren, man also nur die Punkte sehen konnte. Ob-
wohl die Bewegungen dieser Punkte in den Bildern nur zweidimensional ablaufen, nimmt
der Beobachter sie als Elemente eines rotierenden 3D-Zylinders wahr. Da es unendlich
viele 3D-Interpretationen gibt, miissen einschrinkende Annahmen gemacht werden, wel-
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che die “naheliegendste” bzw. “wahrscheinlichste” Losung charakterisieren. Hierzu lassen
sich die Eigenschaften der physikalischen Welt ausnutzen.

Ullman 79 vermutete, daf der Beobachter stets versucht, die Projektionen als Bewe-
gung eines starren Objektes zu interpretieren, und so zu einer eindeutigen 3D-Interpre-
tation gelangt. Seine sogenannte “rigidity assumption” in [Ullman 79, S. 146] lautet:

Any set of elements undergoing a two-dimensional transformation which has a
unique interpretation as a rigid body moving in space should be interpreted as
such a body in motion.

Unter Ausnutzung dieser Annahme gelang es ihm, eine hinreichende Bedingung fiir die
Gewinnung einer starren 3D-Punktkonfiguration zu formulieren. Sein “Structure from
Motion” Theorem in [Ullman 79, S. 148] lautet:

Given three distinct orthographic views of four non-coplanar points in a rigid con-
figuration, the structure and motion compatible with the three views are uniquely
determined up to a reflection about the image plane.

Ullman verfihrt dazu wie folgt: Gegeben seien die Punkte O, A, B, C in drei orthographi-
schen Ansichten. Es wird vorausgesetzt, daB die Korrespondenzen bekannt sind. Ferner
wird bei der Analyse von einer stationiren Szene und einer bewegten Kamera ausge-
gangen. Ein iquivalentes Problem wire der Fall einer stationiren Kamera und eines
bewegten Objekts. Die relative Bewegung von Objekt zu Kamera ist in beiden Fillen
identisch. Jedes Bild II; besitze ein eigenes Bildkoordinatensystem mit den orthonorma-
len Basisvektoren p;, ¢; und dem Bild des Punktes O im Ursprung. Aus den gegebenen
Daten lassen sich nun die Schnittgeraden und damit die Lage der Projektionsebenen be-
stimmen. Ist die Lage jeder Projektionsebene bekannt, so ergeben sich die Raumpunkte
durch die Schnittpunkte der Projektionsstrahlen. Aus der relativen Lage der berechneten
Projektionsebenen 148t sich die Bewegung der Kamera bzw. der vier Punkte im Raum ab-
lesen. Die Unbekannten werden durch Lésen eines linearen Gleichungssystems bestimmt.
Da orthographische Projektion vorausgesetzt wurde (Projektionsstrahlen von Punkten
desselben Bildes sind parallel), ist der Translationsanteil in die Tiefe nicht bestimmbar,
er wird daher bei der Berechnung auf null gesetzt. Weiterhin gibt es zwei spiegelsym-
metrische Lésungen der Objektform und der zugehorigen Rotationsachse (Bildebene ist
Spiegelebene). Eine Rotation der gewonnenen 3D-Form um den Winkel a entspricht
ciner Rotation um den Winkel —a der Spiegelbildlosung. Diese Mehrdeutigkeit der or-
thographischen Projektion kann sich beim Beobachter derartiger Bildfolgen durch eine
plotzliche Tiefenumkehr bemerkbar machen.?

Liegt also ein starres Objekt (mindestens vier Punkte) vor, so ist die zugehorige
Form und Bewegung des Objektes aus den drei Ansichten mit Ausnahme der obigen Ein-
schrinkungen eindeutig bestimmbar. Da das obige Theorem aber nur eine hinreichende
Bedingung darstellt, besteht die Moglichkeit, dafl bei einem nichtstarren Objekt die Be-
rechnung eine starre Konfiguration liefert. Nach Ullman 79 ist die Wahrscheinlichkeit

2FEin bekanntes Beispiel, bei dem dieses Phinomen beobachtet werden kann, ist die orthographische
Ansicht eines Drahtrahmenwiirfels (“Neckers Wiirfel”).
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fiir einen solchen Fall duflerst gering. Er kann nur bei speziellen Objektverformungen
auftreten. Diese konnen im allgemeinen ausgeschlossen werden (Generalititsprinzip).

Enthalten die Bilder mehrere Objekte, die sich unabhingig voneinander bewegen,
oder sind die Objekte aus bewegten starren Einzelteilen zusammengesetzt, so kénnen
zunichst Punktgruppen zu je vier benachbarten Punkten gebildet werden. Fiir jede
Gruppe wird eine starre 3D-Interpretation gesucht. Mehrere benachbarte Vierergruppen,
die eine gemeinsame starre Interpretation besitzen, lassen sich danach zu gréfieren star-
ren Objekten zusammenfassen. Im Randbereich von Objekten werden vielfach nichtstarre
Punktkonstellationen auftreten, falls die Punkte zu unterschiedlichen Objekten gehéren.
Hier muB fiir jeden Punkt entschieden werden zu welchem Objekt er gehért. Liegen die
Punkte geniigend dicht beieinander (z. B. beim optischen Fluf}), so da das Starrheitskri-
terium fiir jede Vierergruppe nur lokal gefordert werden muB, so liefle sich das Verfahren
auch bei nichtstarren Objekten anwenden.? In einem solchen Fall wirken sich jedoch —
als Folge der geringen Punktabstinde — Ungenauigkeiten in der Punktlokalisation stirker
aus. Dariiberhinaus erschweren die Mehrdeutigkeiten der orthographischen Projektion die
Bewegungsbeschreibung eines nichtstarren Objektes. Ohne vorherige Annahmen {iber die
Bewegungsform scheint daher die Anwendung eines “Structure from Motion”-Verfahrens
auf nichtstarre Objekte nicht sinnvoll zu sein.

Um die Mehrdeutigkeiten der orthographischen Projektion zu vermeiden, unternahm
Ullman 79 auch Versuche mit perspektivischer Projektion. Bei dieser Projektionsart ist,
wie wir bereits erwahnten, die Grofle und Verschiebung der Objekte bis auf einen verblei-
benden Skalierungsfaktor bestimmbar. Die Frage, welche Projektionsart die geeignetere
ist, beurteilt Ullman 79 wie folgt:

Betrachtet man das menschliche Sehsystem, so fillt auf, dafl die Bilder auf der Re-
tina durch perspektivische Projektion hervorgerufen werden. Trotzdem ist der Mensch
in der Lage, orthographisch projizierte Bildfolgen von bewegten Objekten richtig zu in-
terpretieren (siche oben). Dariiberhinaus sind lokal, d. h. fiir kleine Bildregionen, beide
Projektionsarten gleich. Ist die Entfernung von zwei Punkten zur Bildebene gegeniiber
ihrem riumlichen Abstand grofl, so sind die Projektionsstrahlen der beiden Punkte bei
perspektivischer rrojektion nahezu parallel. Verlangt man von dem Berechnungsver-
fahren, daf es fehlertolerant gegeniiber Lokalisationsfehlern der Punkte im Bild ist, so
darf auch die gewihlte Projektionsart keine gravierende Rolle spielen, da, wie oben be-
reits ausgefiihrt, die Unterschiede lokal vernachlissigbar sind. Dies rechtfertigt in lokalen
Bildbereichen die Annahme von orthographischer Projektion.

Ullman 79 untersuchte zwei verschiedene Ansitze mit perspektivischer Projektion:
Der erste Ansatz wurde von Ullman als “direkter perspektivischer” Ansatz bezeichnet,
da er die perspektivische Projektion im Gegensatz zum zweiten Ansatz direkt behandelt.
Die Nachteile bei dieser Vorgehensweise fiihrten zu seinem zweiten sogenannten “po-
lar/parallel” Ansatz, in dem Ullman 79 lokal orthographische Projektion voraussetzte.

?Jedes nichtstarre Objekt 1ifit sich in erster Naherung lokal als starr betrachten.
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2.1.1 Direkter perspektivischer Ansatz

Mit seinem direkten perspektivischen Ansatz untersuchte Ullman 79 die folgenden Bewe-
gungen:

1. Rotation um eine vertikale Achse mit beliebiger Translation.
2. Reine Translation, d. h. keine Rotation.
3. Uneingeschrinkte Bewegung.

In den ersten beiden Fillen geniigen drei Punkte in zwei Ansichten. Aus den Bewegungs-
gleichungen dieser drei Punkte leitet Ullman sechs nichtlineare Gleichungen ab, die die
sechs unbekannten GréBen enthalten. Dieses sind drei Translationskomponenten, zwei
Punkttiefen (die dritte Tiefe ist aufgrund des unbestimmbaren Skalierungsfaktors frei
wihlbar) und ein Rotationswinkel. Die sechs Gleichungen lassen sich durch Substitution
auf eine einzige Gleichung reduzieren, die nur noch den Rotationswinkel als unbekannte
GroBe enthilt. Diese sogenannte Polargleichung ist eine Gleichung vierten Grades und
hat somit im allgemeinen vier Lésungen. Um eine eindeutige Lésung zu erhalten, miissen
mehrere Polargleichungen fiir jeweils Dreierpunktgruppen einer starren Konfiguration
gelost werden. Die Schnittmenge der einzelnen Lésungsmengen liefert die eindeutige
Lésung. Mit dem so erhaltenen Rotationwinkel lassen sich die restlichen Unbekannten
unter Zuhilfenahme der Bildkoordinaten direkt berechnen.

Im Falle einer reinen Translation (Rotationswinkel 8 = 0) vereinfacht sich die Polar-
gleichung zu einer Gleichung, die nur noch mefibare Gréflen (Bildkoordinaten der Punkte)
enthilt. Diese Gleichung li8it sich zum Test auf reine Translation heranziehen. Sie ist
zwar nur eine notwendige und keine hinreichende Bedingung fiir eine reine Translations-
bewegung, jedoch stellte sich dieser Test bei den Experimenten von Ullman 79 als sehr
zuverlissig heraus. Auch hier kann man sich wieder auf das Generalitdtsprinzip berufen.
Die Form und Bewegung ergeben sich wie oben direkt aus den Bildkoordinaten.

Den Fall uneingeschrinkter Bewegung behandelt Ullman 79 als Verallgemeinerung
der obigen Methode. Da die Orientierung der Rotationsachse nicht bekannt ist, miissen
viele Polargleichungen geiost werden, um die richtige Rotationsachse zu finden. Diese
Vorgehensweise erfordert einen erheblichen Suchaufwand und wurde daher von Ullman
79 als nicht praktikabel und ineffizient bezeichnet. Er benutzte sie vielmehr um herauszu-
finden, wieviele Punkte in wievielen Ansichten benétigt werden. Er fand heraus, da8 fiinf
Punkte in drei Ansichten geniigen, um die Form und Bewegung der Objekte zuverlissig
bestimmen zu konnen.

Da die Starrheitsannahme nur lokal als allgemeingiiltig angesehen werden kann, sollte
man sich bei der Bestimmung von Form und Bewegung auf lokale Bildbereiche be-
schrianken. In ihnen sind die perspektivischen Effekte allerdings gering, so dafi das Ver-
fahren auf sehr genaue Eingabedaten und damit auf genaue Lokalisation der Punkte im
Bild angewiesen ist. Daraus ergibt sich eine starke Anfilligkeit gegeniiber geringen Feh-
lern in der Lokalisation der Punkte. Daher ist der direkte perspektivische Ansatz fiir
die Bestimmung von “Structure from Motion” bei der die Starrheit vorausgesetzt wird,
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weniger gut geeignet. Experimente haben weiterhin gezeigt, da der bisher vorgestellte
perspektivische Ansatz im Falle von fliichtender Bewegung, bei der die Translation parallel
zur optischen Achse verlduft, dem menschlichen Sehsystem iiberlegen ist. Das menschli-
che Sehsystem hat in solchen Fillen Schwierigkeiten, die Form und Bewegung eindeutig
wahrzuznehmen. Diese Uberlegenheit wird allerdings mit einer starken Empfindlichkeit
gegeniiber Fehlern und einem komplexen Algorithmus erkauft. Diese Eigenschaften haben
Ullman 79 veranlaBt, seine Methode zu vereinfachen.

2.1.2 Polar/parallel Methode

Bei der sogenannten polar/parallel Methode nahm er innerhalb lokaler Bildregionen or-
thographische Projektion an. Diese Annahme li8t sich, wie bereits erwihnt, dadurch
rechtfertigen, daf8 die Projektionsstrahlen von dicht beieinanderliegenden Punkten nahezu
parallel sind und damit der Unterschied zwischen den Projektionsarten vernachlissigbar
wird. Die Richtung der Projektionsstrahlen fiir eine Bildregion ergibt sich jeweils aus
der Verbindung des optischen Zentrums mit dem Mittelpunkt der betreffenden Region,
wodurch verschiedene Regionen unterschiedliche Projektionsstrahlen haben. Werden die
Ergebnisse der einzelnen Regionen zusammengefaBt, um zu einer globalen Interpretation
zu gelangen, so konnen die Mehrdeutigkeiten der orthographischen Projektion aufgelsst
werden. Das heift, es kann die Spiegelbildlésung von der richtigen Lésung unterschieden
werden, und es kann unter Umstinden die Bewegung in die Tiefe bestimmt werden.

Um zu verstehen, wie sich die richtige Lésung von der Spiegelbildlésung unterscheiden
1afit, miissen wir uns vor Augen halten, daB die zwei Losungen, die wir innerhalb eines
Bildbereiches erhalten, spiegelsymmetrisch sind beziiglich einer Ebene senkrecht zum Pro-
Jektionsstrahl (Bei orthographischer Projektion ist dies die Bildebene). Unterschiedliche
Bildbereiche, die dasselbe starre Objekt zeigen, sollten in einer Lésung iibereinstimmen,
damit das Objekt eine eindeutige Rotationsachse besitzt. Tun sie es, so miissen aufgrund
der unterschiedlichen Spiegelebenen die zweiten Lésungen sich voneinander unterscheiden,
so dafl zwei verschiedene Bereiche nur eine gemeinsame Losung haben kénnen. Damit 138t
sich durch Vergleich mehrerer Bildbereiche desselben starren Objektes die Orientierung
der Rotationsachse eindeutig bestimmen. Je weiter die beiden Bildbereiche auseinander
liegen, desto stirker unterscheiden sich die falschen Losungen, so daB sich die Rotations-
achse umso leichter bestimmen 148t, je gréBer der von dem Objekt eingenommene Teil
des Bildes ist. ‘

Fliichtende Bewegung, die parallel zur optischen Achse verliduft, ist zwar prinzipiell be-
stimmbar, jedoch treten bei dieser Bewegungsart die grofiten Fehler auf. Damit 148t sich
diese Bewegung am schwersten erkennen. Der Grund hierfiir liegt darin, daB die Anderung
der Objektgréfe im Bild (Kontraktion bzw. Expansion), durch die die fliichtende oder
nihernde Bewegung erkannt werden kann, bei der polar/parallel Methode als Rauschen
empfunden wird. In dieser Eigenschaft dhnelt die Methode dem menschlichen Sehsystem,
welches ebenfalls Schwierigkeiten hat, derartige Bewegungen zu interpretieren.
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2.2 Weitere Arbeiten zu “Structure from Motion”

Roach + Aggarwal 80 bestimmen die Form und die Bewegung der Objekte aus zwei per-
spektivischen Ansichten. Dazu benétigen sie mindestens fiinf korrespondierende Punkte.
Die 27 unbekannten Parameter (Kamerastandorte, Kameraorientierungen und 3D-Ko-
ordinaten der fiinf Punkte) werden durch die perspektivischen Projektionsgleichungen
der fiinf Punkte in Beziehung gesetzt zu den gegebenen Bildkoordinaten. Da man pro
Punkt und Bild jeweils zwei Projektionsgleichungen erhilt, ergeben sich 20 nichtlineare
Gleichungen mit 27 Unbekannten. Um eine eindeutige Losung zu ermdoglichen, miissen
folglich mindestens sieben Unbekannte vorgegeben werden. Roach + Aggarwal 80 errei-
chen dies, indem sie den Kamerastandort und die Rotationswinkel der ersten Kamera
auf null setzen. Weiterhin setzen sie die z-Komponente eines Punktes, den sie als Re-
ferenzpunkt bezeichnen, auf einen konstanten Wert. Durch diese Festlegung sind die
3D-Koordinaten dieses Punktes bestimmt, wodurch zwei Gleichungen, die die Projektion
des Referenzpunktes in Bildebene 1 beschreiben, nur bekannte Gréfien enthalten. Gleich-
zeitig ist der Skalierungsfaktor der perspektivischen Projektion festgelegt. Es verbleiben
folglich nur 18 nichtlineare Gleichungen mit 18 Unbekannten.

Fiir nichtlineare Gleichungungssysteme gibt es leider keine vergleichbare geschlossene
Lésung, wie es fiir lineare Gleichungssysteme der Fall ist. Daher kommen hier meistens
iterative Verfahren zur Anwendung, mit deren Hilfe man eine approximative Losung
sucht. Weiterhin ist bei nichtlinearen Gleichungen die Existenz einer eindeutigen Losung
nicht gewihrleistet.

Roach + Aggarwal 80 benutzen ein modifiziertes “Least-Squared-Error”-Verfahren,
welches die Unbekannten so bestimmt, da der quadratische Fehler der 18 Gleichungen
minimiert wird. Die Methode benutzt eine Glittungsoperation, durch die Nebenminima
vermieden werden sollen. Damit wird das Auffinden der korrekten Losung erleichtert. Die
Methode ist iterativ und erfordert eine Anfangsschitzung der unbekannten Parameter.
Eine gute Anfangsschitzung garantiert schnelle Konvergenz und reduziert das Risiko,
auf ein Nebenminima zu laufen. Die Schitzung erhalten Roach + Aggarwal 80, indem
sie annehmen, daf die Bildebenen koplanar sind. Der Translationsvekior der Kameras
kann dann mit Hilfe des gewihlten Referenzpunktes bestimmt werden. Ist der Transla-
tionsvektor bekannt, so sind die Kameraparameter eindeutig festgelegt, so daB sich die
3D-Koordinaten der verbleibenden vier Punkte ebenfalls bestimmen lassen. Fiir jeden
moglichen Referenzpunkt erhalten sie eine Schitzung der festzulegenden Parameter. Aus
diesen Parametern wihlen sie diejenigen aus, deren Summe der quadratischen Fehler
zwischen den wahren Bildkoordinaten und den projizierten Koordinaten der geschitzten
3D-Punkte minimal ist.

Roach + Aggarwal 80 testen ihre Methode zunichst mit kiinstlich erzeugten Bildern.
Da die 3D-Koordinaten der Punkte genau bekannt sind, kénnen sie ihre Ergebnisse direkt
bewerten. Bei rauschfreien Daten ermittelt ihr Verfahren stets die richtigen Ergebnisse.
Schwierigkeiten treten allerdings bei speziellen Ansichten auf. So schligt ihr Verfahren
fehl, wenn die Objekte um eine Rotationsachse rotieren, die parallel zur Projektionsachse
verlauft, und sie weiterhin keiner Translation unterliegen.
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Da ihr Verfahren eine quadratische Fehleranpassung durchfiihrt, ist es auch fiir ver-
rauschte Daten gut geeignet. Die Unbekannten miissen dann allerdings geniigend iiber-
bestimmt sein. So zeigte sich in ihren Versuchen, dafi bei zwei Ansichten mindestens 12
bis 15, bei drei Ansichten mindestens 7 bis 8 Punkte benétigt wurden.

Webb + Aggarwal 82 bestimmen die Form und Bewegung von starren, miteinan-
der verbundenen Objekten aus parallel projizierten Bildern. Ihr Ansatz unterscheidet
sich von den bisherigen darin, dafi bereits zwei Punkte in einer starren Konfiguration
geniigen, um deren Struktur und Bewegung zu bestimmen. Zu dieser Fihigkeit soll auch
das menschliche Sehsystem in der Lage sein. Da aus mathematischer Sicht die Starr-
heit von zwei Punkten fiir eine eindeutige Bestimmung eine zu geringe Einschrinkung
darstellt, machen Webb + Aggarwal 82 die Annahme, dafl die Rotationsachse fiir einen
kiirzeren Zeitraum ihre Lage nicht verindert. Diese sogenannte “fired-azis-assumption”
trifft fiir viele Bewegungen von Objekten aus unserer Umwelt zu. Dariiberhinaus nutzen
Webb und Aggarwal die Verbindung von starren Teilen aus, um die eindeutige riumliche
Lage der Einzelteile zu bestimmen. Ist ihre Annahme einer festen Rotationsachse gerecht-
fertigt, so 1Bt sich die Bewegung der Objektpunkte relativ zu einem beliebig gewahlten
Referenzpunkt auf der Rotationsachse durch einen Kreis beschreiben. Diese rdumlich
kreisfsrmige Bewegung ergibt im Bildkoordinatensystem eine Bewegung, die auf einer
Ellipse verlduft. Aus der Form dieser Ellipse, d. h. aus der Orientierung der Halbach-
sen sowie dem Verhiltnis der Achsenlingen, 148t sich die Lage der Rotationsachse sowie
die Struktur der Objekte bestimmen. Da Parallelprojektion verwendet wird, kann der
Translationsanteil in die Tiefe nicht bestimmt werden. Ferner miissen bestimmte Anfor-
derungen an die Bewegung gestellt werden, damit die Methode anwendbar ist. So liefern
reine Translationsbewegungen und Bewegungen, bei denen das Objekt um eine senkrecht
zur Bildebene verlaufende Achse rotiert, keine ridumliche Information iiber die Objekte,
da die Bilder keine verschiedenen Ansichten des Objektes darstellen. Die Bilder kénnen
durch Verschiebung innerhalb der Bildebene ineinander iiberfiihrt werden. Weiterhin
darf die Rotationsachse nicht parallel zur Bildebene verlaufen, da in einem solchen Fall
die kleinen Halbachsen der Ellipsen gleich null werden und die Ellipsen damit im Bild
degenerieren. Die einzelnen Stufen ihres Algorithmus sind:

1. Finden von starren Einzelteilen durch Ellipsenanpassung an die zeitlichen Punkt-
korrespondenzen im Bildkoordinatensystem.

2. Suchen von sichtbaren Verbindungspunkten. Ein Verbindungspunkt ist ein Punkt,
der zu mehreren starren Teilen gehort.

3. Vorhersage von unsichtbaren Verbindungspunkten.

4. Ausnutzung der Verbindungspunkte, um die Mehrdeutigkeiten der raumlichen Lage
und Bewegung der Einzelteile aufzulgsen.

Ihr Algorithmus liefert befriedigende Ergebnisse, wenn die Eingangsdaten geringe Fehler
aufweisen und die Bewegungen der starren Teile die Annahme von festen Rotationsachsen
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erfiillen. Bei fehlerbehafteten Daten und Bewegungen, die der Annahme einer festen
Rotationsachse nicht geniigen, schligt ihr Algorithmus hiufig fehl.

Tsai und Huang bestimmen in [T'sai + Huang 81, Tsai + Huang 82] die Bewegungs-
parameter von starren ebenen Flichen und von Objekten mit gekrimmten Oberflichen
aus acht korrespondierenden Punkten in zwei perspektivischen Ansichten. IThr Verfahren
unterscheidet sich von den bisherigen in folgenden Punkten:

1. Das Verfahren erfordert nur das Losen von linearen Gleichungen. Dadurch kénnen
Tsai und Huang einen Beweis fiir eine eindeutige Lésung erbringen. Die bisherigen
Ansitze fiir perspektivische Projektion fiihren alle auf nichtlineare Gleichungen, fiir
die keine eindeutige Lésung sichergestellt ist.

2. Bisherige Methoden erfordern spezielle Annahmen, um die Berechnung zu verein-
fachen, wie z. B.:

e Parallelprojektion  [Ullman 79, Webb + Aggarwal 82]
e Bewegungseinschrinkung;:
— “fized-azis-assumption” [Webb + Aggarwal 82]
— Rotation um eine vertikale Achse mit beliebiger Translation oder reine
Translation  [Ullman 79]

Aus acht korrespondierenden Punkten in zwei perspektivischen Ansichten bestimmen
Tsai und Huang die Koeffizienten der Matrix

€1 €2 €3

E=| e4 e e

€7 €3 €9

fiir die gilt:
Iy
( oyl 1 )E Yi = 0 (2.3)
1
= nTEn; = 0 vV i=1,...,8

Die GréBen z;, y; und z!, y! sind die Bildkoordinaten von zeitlich korrespondierenden
Bildpunkten. Die Vektoren n; und n! stellen die Abbildungsstrahlen dieser Bildpunkte
dar. Die Matrix E driickt die folgende geometrische Beziehung zwischen diesen Strahlen
und der Rotationsmatrix R sowie dem Translationsvektor t aus.

nT(tx Rn;) = 0

= n:-TEni = 0
Diese Gleichung bringt zum Ausdruck, daff die drei Vektoren t, Rn; und n! koplanar
sind. Die Matrix E enthilt alle Informationen, die man aus den gegebenen zeitlichen

Punktkorrespondenzen
(zi wi) — (i vi)



Kapitel 2. “Structure from Motion” 13

erhalten kann. Ihre Koeffizienten werden daher von Tsai und Huang als “essential para-
meters” bezeichnet. Da durch Multiplikation der Matrix E mit einem Skalar die Glei-
chung nicht beeinfluit wird, sind die Koeffizienten von E bis auf einen verbleibenden
Skalierungsfaktor bestimmbar. Dieser Skalierungsfaktor beeinflufit lediglich die Transla-
tionskomponenten und ist, wie bereits mehrfach erwihnt wurde, eine unvermeindliche
Mehrdeutigkeit der perspektivischen Projektion. Ein Koeffizient kann also ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit frei gewihlt werden. Nimmt man acht korrespondierende
Punkte, so erhilt man nach Gleichung 2.3 entsprechend acht lineare Gleichungen mit
den Unbekannten ey,...,es. Aus diesen sogenannten “essential parameters” lassen sich
die Bewegungsparameter durch Lésen einer polynomiellen Gleichung sechster Ordnung
eindeutig bestimmen. Zur eindeutigen Berechenbarkeit der Matrix E, miissen die Objekt-
punkte zu beiden Zeitpunkten zusammengenommen die folgenden Bedingungen erfiillen:

1. Die Punkte liegen nicht auf zwei Ebenen, von denen eine den Ursprung enthilt.
2. Die Punkte liegen nicht auf einem Kegel, der den Ursprung enthalt.

Sind beide Bedingungen erfiillt, so ist die Bestimmung der “essential parameters” ein-
deutig und damit auch die Berechnung der Bewegungsparameter. Aus den berechneten
Bewegungsparametern 1af8t sich dann direkt auf die 3D-Koordinaten der Punkte schlieflen.

Williams 80 analysiert Bilder, die von einer geradlinig in Richtung der optischen
Achse bewegten Kamera geliefert werden. Die Szene, durch die sich die Kamera bewegt,
ist stationidr. Die Bilder werden zunichst in Regionen segmentiert, wobei jede Region als
Bild einer ebenen Fliche interpretiert wird. Fiir die Orientierung einer ebenen Fliche im
Raum erlaubt Williams 80 nur die beiden folgenden Méglichkeiten:

1. Flédche ist parallel zur Bildebene (XY -Ebene), d. h. vertikal.

2. Fldche ist parallel zur X Z-Ebene, d. h. horizontal (Z-Achse weist in Richtung der
optischen Achse).

Derartige Flichen lassen sich durch die Angabe der z-Koordinate (Tiefe) bzw. durch An-
gabe der y-Koordinate (Hohe) geniigend charakterisieren. Zu Anfang werden alle Flichen
als gleich tief bzw. gleich hoch angenommen. Durch Messung der Punktverschiebung im
Bild werden die Angaben der Flichenhohen und -tiefen verfeinert (inkrementieren, bei-
behalten oder dekrementieren der Werte). Dabei werden die Werte derart verdndert,
dafl sie mit der durch die Translationsbewegung der Kamera hervorgerufenen Verschie-
bung im Bild im Einklang sind. Fiir die Verfeinerung des Szenenmodells setzt Williams
eine “hypothesize and test” Strategie ein.

Nagel + Neumann 81 betrachten fiinf Punkte eines starren Kérpers in zwei perspek-
tivischen Ansichten. Wie Tsai + Huang 81, Tsai + Huang 82 (siehe Seite 12) nutzen sie
in ihren aufgestellten Gleichungen die geometrische Beziehung zwischen dem Translati-
onsvektor t, der Rotationsmatrix R und den Abbildungsstrahlen n; und n! (i = 1,...,5)
der korrespondierenden Bildpunkte aus. Diese Beziehung bringen sie in einer alternati-
ven Form zum Ausdruck. Ihre Gleichungen driicken aus, dafl die von den Vektorpaaren
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(Rn;, n}) aufgespannten Ebenen sich alle in dem Translationsvektor t schneiden. Die
Ebenennormalen sind damit koplanar. Ihre Gleichungen lauten:

((Rn; x n}) X (Rnz X ny))(Rng x n}) =0 k=3,...,0 (2.4)

Diese drei nichtlinearen Gleichungen enthalten die Polargleichung von Ullman als Spezi-
alfall. Sie lassen sich in Polynome vierten Grades transformieren, die mit einem iterativen
Verfahren gelést werden konnen. Als Losung ergeben sich die drei unbekannten Rotati-
onsparameter. Durch das Losen der Gleichungen wird ferner die Richtung der Translation
eindeutig festgelegt.

Die Rekonstruktion schligt fehl, wenn die Bewegung der Punkte durch eine reine
Rotation um das Kamerazentrum beschrieben werden kann, so daB keine Translation
vorliegt, oder wenn die Translation entlang des Abbildungsstrahls eines Punktes verliuft.

Bonde + Nagel 79 rekonstruieren die Form und Bewegung eines starren Ob jektes aus
einer monokularen Bildfolge. Die aufgenommene Strafienszene, in der ein Taxi in eine
Strafle einbiegt, erlaubt es, die raumliche Bewegung auf eine Ebene zu beschrianken. Die
Rotationsachse mufl damit senkrecht zu dieser Ebene sein. Das Weltkoordinatensystem
wird so gelegt, dafl die XY -Ebene koplanar zur Strafle ist. Damit erfolgt die Rotation um
die Z-Achse. Die Neigung der Kamera, d. h. der Winkel zwischen optischer Achse und
Bewegungsebene wurde mittels Kamerakalibrierung bestimmt. Unter Ausnutzung der
obigen Bewegungseinschrankung ergibt sich ein nichtlineares Gleichungssystem, welches
die unbekannten Tiefen der Punkte beziiglich des Objektkoordinatensystems und die un-
bekannten Rotationswinkel enthilt. Mit einem numerischen Ansatz von Fletcher-Powell
werden die Unbekannten derart bestimmt, daBl die 3D-Koordinaten beziiglich des gew&hl-
ten Objektkoordinatensystems konstant bleiben und damit ein starres Objekt bilden.
Dazu wird die Summe der quadratischen Abweichungen minimiert. Die Einschrinkun-
gen ergeben weniger Unbekannte, was zuverlissigere Ergebnisse bei der Lésungssuche
gewihrleistet.

2.3 Nichtstarre Bewegung

Um auch nichtstarre Bewegung zu beriicksichtigen, schla”gt Ullman in [Ullman 83] einen
inkrementellen Ansatz zur Lésung von “Structure from Motion” vor. Er verwendet ein
sogenanntes internes Modell, welches das aktuelle Wissen iiber die 3D-Form des Objektes
reprasentiert. Jede orthographische Ansicht liefert neue Information iiber die Form des
betrachteten Objektes. Diese Information wird zur Anpassung des Modelis an die wahre
Objektform verwendet. Die Anpassung kann dabei aus zwei unterschiedlichen Griinden
erfolgen:

1. Das Modell stimmt nicht mit der wahren Objektstruktur iiberein. Die zusitzliche
Ansicht hat neue Informationen iiber das Objekt geliefert (starre Bewegung).

2. Das Objekt hat sich nicht starr bewegt. Das Modell muB8 der neuen Objektform
angepaBt werden.
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Nach jeder neuen Ansicht versucht Ullman, die Bewegung des Objektes so starr wie
moglich zu beschreiben. Dazu verfihrt er wie folgt:

Gegeben sei die orthogaphische Projektion I der n Punkte py,...,p,. Die X Z-Ebene
des Weltkoordinatensystems sei die Bildebene, die Y-Achse sei die optische Achse und
zeige vom Betrachter weg (rechtshiindiges Koordinatensystem). M(¢) stelle das interne
Modell des Objektes zum Zeitpunkt ¢ dar. Es enthilt die angenommenen Weltkoordi-
naten der n Punkte py,...,p,. Die z- und 2-Koordinaten der Punkte sind durch die
Bildkoordinaten gegeben. Die y-Koordinaten und damit die Tiefen der Punkte werden
am Anfang geschitzt oder stammen aus anderen Informationsquellen. Damit liegen die
ridumlichen Abstinde der Punkte untereinander fest. Der rdumliche Abstand zwischen
den Punkten p; und p; nach dem bisherigen Modell zur Zeit ¢ sei mit /;;(¢) bezeich-
net. Fiir eine neue orthographische Ansicht I’ zum Zeitpunkt ¢’ sind nun die Tiefen der
Punkte y; so zu wihlen, dafl die Punktabstinde /;;(#) moglichst erhalten bleiben. Hier-
durch wird eine starre Transformation bevorzugt. Seien die sich ergebenden rdumlichen
Punktabstinde fiir gewdhlte Tiefen der neuen Ansicht mit /;;(¢') bezeichnet, und sei die
Funktion D(1;;(t),1;;(t')) ein MaB fiir die Abweichung zwischen /;;(t) und I;;(¢'), so ist die
folgende Funktion zu minimieren:

D(M(1), M) = Y D(l;(t),li;(t)

J

" —_1..(+Y)2
1 ({5(t) = I5(1))
~ 1;;(1) L;;(t)?

1,J

1]

Fiir die gegebenen Bildkoordinaten (z}, z!) der Ansicht I’, sind die Punkttiefen y! so zu
wihlen, dafl die Summe der quadrierten relativen Differenzen der Punktabstinde minimal
ist. Zusatzlich wird durch den Abstand [;;(t) dividiert, wodurch dicht zusammenliegende
Punkte stirker gewichtet werden. Der Grund hierfiir liegt in der Annahme, daff weit von-
einander entfernte Punkte eher zu verschiedenen Objekten gehéren, die sich unabhingig
bewegen, so dafBl eine starre Konstellation nicht gerechtfertigt ist. Die Funktion nimmt
im Falle einer starren Bewegung den Wert null an. Die sich ergebenden Tiefen y! bilden
zusammen mit den Bildkoordinaten (z!,2!) das neue Modell M(#'). Mit der nichsten
orthographischen Ansicht und dem neuen Modell wird der beschriebene Vorgang wieder-
holt.

Wie wir bei Webb + Aggarwal 82 bereits gesehen haben (siehe Seite 11), liefern eine
reine Translation sowie eine Rotation um die optische Achse keine neuen Informationen
iiber die Form des Objektes, da die Bildpunkte bei derartigen Bewegungen ihre relative
Konstellation nicht indern. Daher kann nur eine Rotation des Objektes bzw. der Ka-
mera um eine nicht zur optischen Achse parallel verlaufenden Achse einen Beitrag zur
Verbesserung des Objektmodells liefern.

Um dem Fall, dafi das Modell nicht mit der wahren Objektform iibereinstimmt (siehe
Fall 1 auf Seite 14) besser Rechnung zu tragen, schligt Ullman eine gedanderte Version
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vor, in der er bei jeder Minimierung zunichst Korrekturen des Modells M(¢) vornimmt
und fiir das resultierende Modell M'(t) eine moglichst starre Bewegung sucht. Die zu
minimierende Funktion £ sieht wie folgt aus:

£ = D(M(t), M'(t)) + D(M'(t), M(t"))

Mit dieser Methode lassen sich zusitzliche 3D-Informationen iiber M’(t) in die Modell-
modifikation einbeziehen. Ullman stellte bei seinen Tests fest, dafl die Objektform bei
starrer Bewegung mit der neuen Fehlerfunktion £ zwar schneller gefunden werden kann,
das Modell aber stark um die korrekte Objektform oszilliert. Das Konvergenzverhalten
ist damit nicht monoton.

Interessant fiir parallele Berechnungen ist das von ihm beschriebene, analoge me-
chanische Modell. Man stelle sich die raumlichen Punkte paarweise durch Hooke’sche
Federn? in Gleichgewichtslage verbunden vor. Entsprechend der oben verwendeten Di-
stanzfunktion D(l;;(t),l;;(¢')) kann die Federkonstante mit zunehmendem Punktabstand
verkleinert werden. Gesucht ist nun eine Bewegung, durch die die Deformationsenergie
E des Federmodells minimiert wird. Bei starrer Bewegung ist die Energie gleich null.
Die Energie des Modells ergibt sich aus der Summe der Federenergien, wobei die Feder
zwischen den Punkten p; und p; die Federkonstante K;; habe:

E =5 3 Klly(®) - 15
8.J

Diese Gleichung ist dquivalent zu Gleichung 2.5.

Kommen wir nun zu den Versuchsergebnissen, die Ullman mit seinen Verfahren erzielte:
Ullman untersuchte seinen Ansatz an kiinstlich erzeugten Bildern von sich starr verhal-
tenden Objekten. Fiir seine Untersuchungen standen ihm damit exakte Bildpunktkoordi-
naten zur Verfiigung. Er fand heraus, daB sich die Bilder geniigend stark voneinander un-
terscheiden miissen, damit das Verfahren konvergiert. Genauer gesagt, ist eine geniigend
groffe Winlcl- cischiebung notwendig, um stabiles Konvergenzverhalten zu gewéhrleisten.
Ullmans Versuche bringen dies in sehr krasser Form zum Ausdruck. Eine kiinstliche
Bildfolge eines rotierenden starren Kérpers wurde zum Test des Verfahrens herangezo-
gen. Wurde nun die Bildfolge stirker aufgelést, d. h. dieselbe Bewegungsfolge mit mehr
Bildern pro Zeitintervall verwendet, so ergaben sich zunehmend schlechtere Ergebnisse.
Diese iiberraschende Eigenschaft zeigt, dafi die Modellkorrekturen bei kleineren Punkt-
verschiebungen iiberproportional schwicher werden. Ein Grund fiir diese Eigenschaft
mag darin liegen, daB die Suche nach einer starren Bewegung die Anpassungsfahigkeit
des Modells stark einschrankt. Damit kénnen mit dem Verfahren nur dann gute Ergeb-
nisse erzielt werden, wenn das Modell nur geringfiigig von der Objektform abweicht oder
aber die Bilder sich derart stark unterscheiden, da eine Modellanpassung trotz Suche

*Derartige Federn gehorchen dem Hooke’schen Gesetz. Es besagt daB die riicktreibende Kraft pro-
portional zur Auslenkung und damit die Deformationsenergie proportional zum Quadrat der Auslenkung
ist.
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nach starrer Bewegung geniigend grof§ ausfillt. Weiterhin waren selbst bei starrer Bewe-
gung deutlich mehr Ansichten notwendig, um die Objektform zu bestimmen, als bei den
direkten Ansitzen.

Fiir die Anwendung des inkrementellen Ansatzes auf realen Bildern bleibt zu beriick-
sichtigen, dafl zur Losung des Korrespondenzproblems eine hohe zeitliche Auflésung der
Bildfolge unumginglich ist. Gerade bei solchen Bildfolgen ergeben sich jedoch beim in-
krementellen Ansatz die groBten Schwierigkeiten. Weiterhin miissen bei realen Bildern
zusatzliche Rauscheffekte beriicksichtigt werden, die zu ungenauen Punktlokalisationen
im Bild fithren. Nicht zuletzt diese Eigenschaften lassen den inkrementellen Ansatz fiir
die Formbestimmung aus realen Bildfolgen als ungeeignet erscheinen.

Hildreth + Grzywacz 86 verallgemeinern Ullmans Verfahren auf den kontinuierlichen
Fall von infinitesimal kleinen Zeitintervallen. Sie untersuchen, in wieweit sich das Mo-
dell der korrekten Objektform anpafit. Als MaB fiir die Abweichung des Modells von
der korrekten Objektform berechnen sie nach jeder neuen orthographischen Projektion
die Summe der quadratischen Abweichungen zwischen den wahren riumlichen Punkt-
abstinden d;; der Punkte p; und p; und den Punktabstinden /;;(t) innerhalb des aktuellen
Modells zur Zeit t. Fiir jede neue Ansicht wird wie bei Ullman eine Modellanpassung vor-
genommen. Mit einer mathematischen Betrachtung beweisen sie, daB fiir einen GrofBteil
von Bewegungen die Fehlerfunktion £ nicht gegen null konvergiert.

&= Z(d,’j — I,‘j)z
hJ

Weiterhin beweisen sie fiir den diskreten Fall, dal mit zunehmender Winkeldifferenz auf-
einanderfolgender Ansichten die Geschwindigkeit der Konvergenz zunimmt.

2.4 Zusammenfassung

“Structure from Motion”-Methoden basieren auf einer monokularen Bildfolge. Die raum-
liche Form und die Bewegung der Objekte kann nur dann aus den korrespondierenden
Bildpunkten zuriickgewonnen werden, wenn einschrinkende Annahmen gemacht werden.
In den meisten Fillen setzt man die Starrheit der Objekte voraus. Im letzten Abschnitt
wurde der Versuch unternommen, auch nichtstarre Objekte zu beriicksichtigen. Es er-
gaben sich jedoch schon bei den kiinstlich erzeugten Bildern von sich starr verhaltenden
Objekten derartige Schwierigkeiten bei der Modellanpassung, daf8 eine allgemeine An-
wendung auf nichtstarre Objekte nicht sinnvoll erscheint.

Im Gegensatz zu den bisher vorgestellten Verfahren werden im SISSY-Projekt Stereo-
bildfolgen analysiert. Bestimmt man in einem Stereobildpaar die riumlichen Korrespon-
denzen von markanten Bildpunkten, so lassen sich mit Hilfe der Kameraparameter die
raumlichen Koordinaten der realen Objektpunkte berechnen. Damit stehen uns zu jedem
Zeitpunkt 3D-Koordinaten zur Verfiigung. Haben wir fiir die Bildpunkte auch die zeitli-
chen Korrespondenzen bestimmt, so kénnen wir die Bewegung der Objekte beschreiben,
indem wir die riumlichen Objektpunktkonstellationen zu verschiedenen Zeitpunkten ver-
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gleichen. Im Gegensatz zu den vorgestellten “Structure from Motion”-Ansétzen versetzt
uns diese Vorgehensweise in die Lage, auch nichtstarre Kérper behandeln zu kénnen.

Trotz der Méglichkeit, zu jedem Zeitpunkt rdumliche Koordinaten von Objektpunkten
bestimmen zu kénnen, wird man auch weiterhin “Structure from Motion”-Verfahren grofie
Beachtung schenken miissen. Diese Notwendigkeit ergibt sich aus den Unzuldnglichkeiten
der Stereoskopie. Diese lassen sich durch zwei Extremfille veranschaulichen: Objekte
die eine geringe oder eine grofie Entfernung zu den beiden Kameras haben,® bereiten
Probleme bei der rdaumlichen Rekonstruktion.

Betrachten wir sehr nahe Objekte, so ergeben sich fiir korrespondierende Bildmerk-
male grofie Disparititen, was fiir eine genaue Berechnung der rdumlichen Tiefe wiin-
schenswert ist. Gleichzeitig aber unterscheiden sich die Objektansichten stark, so daB eine
Zuordnung von korrespondierenden Bildmerkmalen durch das unterschiedliche Aussehen
erschwert wird. AuBerdem enthalten die Bilder unterschiedliche Objektteile, fiir die eine
Zuordnung ohnehin nicht méglich ist (Verdeckung).

Der andere Extremfall sind weit entfernte Objekte. Hier unterscheiden sich die An-
sichten nur geringfiigig. Dies erleichtert zwar die Ermittlung der Korrespondenzen, da
Objektteile in beiden Bildern nahezu gleich erscheinen. Gleichzeitig verringert sich jedoch
die Disparitit, so daB die Berechnung der Tiefe unsicher wird. Die Projektionsstrahlen
der korrespondierenden Bildpunkte sind nahezu parallel. Der Schnittpunkt solcher Ge-
raden indert sich stark, wenn der Winkel zwischen den Geraden geringfiigig schwankt.
Damit ist die Bestimmung des Schnittpunktes bei derartigen Geraden stark fehleranfillig.
In beiden Fillen versagt die stereoskopische Tiefenberechnung. Gelingt es, die zeitlichen
Korrespondenzen zu ermitteln, so kénnen “Structure from Motion”-Methoden zur Berech-
nung von Struktur und/oder Bewegung der Objekte eingesetzt werden. Die sich ergeben-
den Rekonstruktionsergebnisse kénnen dann dazu verwendet werden, um die rdumlichen
Korrespondenzen ausfindig zu machen.

Umgekehrt kénnen sich jedoch auch bei der riumlichen Rekonstruktion mittels zeit-
licher Korrespondenzen Schwierigkeiten ergeben. Durch Abschattungen oder auch durch
Rauschen konnen sich zeitlich korrespondierende Bildbereiche stark unterscheiden, was
die Zuordnung erschwert. Ferner lassen sich auch bei zeitlichen Bildfolgen zwei Ex-
tremfille aufzeigen, die den méglichen Anwendungsbereich begrenzen. In diesem Fall
betrifft dies die Bewegung der Objekte. Nahe Objekte bewirken durch ihre Bewegung
starke Anderungen im Bild, welche die Korrespondenzanalyse erschweren. Objekte, die
sich nicht bewegen, rufen dagegen keine Anderungen in zeitlich aufeinanderfolgenden Bil-
dern hervor, was die Suche der Korrespondenzen zwar enorm erleichtert, dafiir aber keine
neuen Informationen liefert. Gelingt es zu den einzelnen Zeitpunkten, die rdumlichen
Korrespondenzen zu ermitteln, so kénnen die resultierenden stereoskopischen Rekon-
struktionen dazu verwendet werden, das zeitliche Korrespondenzproblem im 3D-Raum
zu lsen. Jenkin + Tsotsos 86 stellen Glattheitsanforderungen an die Bewegung der
einzelnen Punkte im Raum, um die Zuordnungsvielfalt einzuschrinken.

5Ein Objekt befindet sich in einer geringen Entfernung zu den Kameras, wenn sein Abstand in der
Groflenordnung der Basislinie der beiden Kameras liegt. Ist der Abstand hingegen grofi gegeniiber der
Basislinie, so besitzt das Objekt eine grofle Entfernung.
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Beide Rekonstruktionsmethoden kénnen also dazu dienen, um zum einen riumli-
che Informationen zu gewinnen und um zum anderen die Korrespondenzanalyse zu un-
terstiitzen. Beide Vorgehensweisen haben allerdings Grenzen. Wihrend bei der Stereo-
skopie das Verhiltnis zwischen Basislinie der Kameras zur Entfernung der Objekte fiir
eine erfolgreiche Rekonstruktion maBgebend ist, betrifft dies bei der Betrachtung von
monokularen Bildfolgen das Verhiltnis zwischen Objektbewegung und Entfernung zur
Kamera. MiBlingt die Stereoberechnung, weil einer der beiden genannten Extremfille
vorliegt, so kann eine Analyse der zeitlichen Korrespondenzen genau dann weiterhelfen,
wenn die zuriickgelegten Entfernungen der Objekte nicht in derselben Groflenordnung
liegen wie die Basislinie der Kameras.

Wir werden im weiteren Verlauf davon ausgehen, dafi die rdumlichen und die zeitlichen
Korrespondenzen bereits ermittelt wurden, und uns mit der Frage beschiftigen, wie sich
aus den zu unterschiedlichen Zeitpunkten berechneten rdumlichen Koordinaten die Be-
wegungen der Punkte beschreiben lassen.

Eine gute Bewegungsbeschreibung sollte dazu geeignet sein, die Bewegung der Punkte
oder der Objekte vorherzusagen. Diese Vorhersagen kénnen der Korrespondenzanalyse
dazu dienen, weitere Zuordnungen vorzunehmen. Bewegungsbeschreibung und Korre-
spondenzanalyse hingen damit voneinander ab. Die Bewegung lifit sich nur dann be-
schreiben, wenn Punktkorrespondenzen zugeordnet wurden, wihrend die Korrespondenz-
analyse ihrerseits die Bewegungsbeschreibung benétigt, um leichter Zuordnungen treffen
zu konnen.® Korrespondenzanalyse und Bewegungsbeschreibung sollten also nicht nach-
einander, sondern nebeneinander verlaufen. Die Bewegungsvorhersagen beruhen dabei
stets auf der Annahme, daB sich der betrachtete Punkt bzw. das betrachtete Objekt
unverindert weiterbewegt. Gilt diese Annahme nicht, weil das Objekt seinen Bewe-
gungszustand #ndert, so sind die Bewegungsvorhersagen falsch. In diesem Fall kénnte
die Korrespondenzanalyse in die Irre geleitet werden. Verlidit sie sich nur auf diese In-
formation, so kann sie falsche Zuordnungen vornehmen, die wiederum zu fehlerhaften
Bewegungsbeschreibungen fiihren usw.

Hieraus ergeben sich zwei Folgerungen: Erstens mufl man bei der Korrespondenzsuche
mit Unstetigkciten im Bewegungsverlauf rechnen, so dal man sich nicht vollstandig auf die
Bewegungsvorhersagen verlassen sollte, und zweitens benstigt die Korrespondenzanalyse
weiteres Wissen, um sichere Zuordnungen vornehmen zu kénnen. Mit diesem zusatzlichen
Wissen ist sie in der Lage, eventuelle Ungereimtheiten in der Bewegungsvorhersage zu
entdecken.

®Es wird deutlich, daB ein geeigneter Anfang gefunden werden muf (Initialisierung), in dem die Kor-
respondenzanalyse, ohne Unterstiitzung der Bewegungsbeschreibung, Kandidaten zuordnet. Auf diesen
Korrespondenzen kann eine Bewegungsanalyse aufsetzen. Die gelieferten Bewegungsvorhersagen konnen
die weitere Korrespondenzanalyse unterstiitzen und damit dazu beitragen, da mehr Zuordnungen ge-
macht werden kénnen usw. Das Problem einen geeigneten Anfang zu finden, wurde von Dreschler-Fischer
87 als “Bootstrap-Problem” bezeichnet.



Kapitel 3

Bewegungsbeschreibung einzelner
Punkte

In dem nun folgenden Kapitel beschrinken wir uns auf die Bewegungsbeschreibung ein-
zelner Punkte. Diese Beschrinkung kann immer dann nétig sein, wenn keine Kenntnisse
iiber die Art des zugrundeliegenden Objekts existieren. Haben wir die 3D-Koordinaten
eines Punktes zu aufeinanderfolgenden Zeitpunkten bestimmt, so versuchen wir nun, die
rdumliche Bewegung des Punktes zu beschreiben. Dazu suchen wir nach einer geeigneten
Funktion, welche die Bewegungsbahn (Trajektorie) des Punktes im Raum wiedergibt.
Eine derartige Funktion liefert uns eine kontinuierliche Verlaufsbeschreibung und kann
dariiberhinaus eine Vorhersage machen, wohin sich ein Punkt bewegen wird. Diese Vor-
hersage wiirde die Suche nach dem Punkt in spiteren Bildern einschrinken, was sowohl
die Merkmalsextraktion als auch die Korrespondenzanalyse erleichtert.

3.1 Approximation der Punkttrajektorien

In dem nun folgendem Abschnitt werden wir uns damit beschiftigen, wie sich die Trajek-
torie eines Punktes funktional beschreiben ldft. Die dabei verwendeten Approximations-
methoden finden sich in [Engeln-Miillges + Reutter 88]; Ableitungsregeln fiir Matrizen
finden sich in [Horn 86] (siehe auch den Anhang dieser Arbeit).

Um die Bewegung eines Raumpunktes p kontinuierlich beschreiben zu kénnen, miis-
sen wir folgendes Problem lésen: Gegeben seien die Koordinaten p(to),...,p(t.) eines
Raumpunktes p zu den verschiedenen Zeitpunkten ¢ = tg,...,t,. Gesucht ist eine Funk-
tion ®(t), die zu jedem Zeitpunkt t € [to,...,t,] die 3D-Koordinaten des Punktes p
liefert. Die Funktion ®(t) ist somit an endlich vielen diskreten Stellen bekannt, denn es
gilt:

z(t;)

St = 2k) =) Vi 05000 (3.1)
z(ti)

20
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Im allgemeinen versucht man die Komponenten der unbekannten Vektorfunktion &(t)
durch eine Linearkombination von geeigneten Basisfunktionen ; darzustellen:

(1 c 2,
% €lo €11 -+ Cim Wt
Q(t) = ( y(t) ) — ( C2p Ca21 - C?m ) 90 ( ) z g gteo, . .,tn]
Z(t) €30 €31 *** C€am : 1)
Pm(t)

Die unbekannten Koeffizienten ¢;; miissen folgendes Gleichungssystem erfiillen:

s(ta) (tr) - o(ta) o o am N [ oy oaed o)
(y(tu) y(ty) - y(tn)) = (Czu sz) . , :

z(to) =z(t1) --- z(tn) C30 "' C3m fpm.(io) ‘Pm.(tl) ‘Prn-(tn)
- P = CB (3.2)

Fiir n = m ist dieses Gleichungssystem eindeutig l5sbar, da die Matrix B quadratisch und
auBerdem, durch die Verwendung von linear unabhéngigen Basisfunktionen, auch regulir
ist. Die Gleichung 3.1 ist erfiillt, d. h. die resultierende Funktion @(t) geht genau durch
die gegebenen Punkte p(#p),...,p(t,). In diesem Fall spricht man von Interpolation.

Ist n > m, so ist das Gleichungssystem iiberbestimmt, da es mehr Gleichungen als
Unbekannte enthilt. Es braucht damit keine genaue Losung zu existieren. Die Koeffizi-
enten werden so bestimmt, da ein gewihltes FehlermaBl minimiert wird. In diesem Fall
spricht man von Approzimation. Wir wollen annehmen, daB sich der betreffende Punkt
“einfach” bewegt, so daff sich die Bewegung durch eine Approximation niedrigen Gra-
des (n 3> m) gut beschreiben lift. Eine Approximation wirkt dariiberhinaus glittend
auf zufillige Fehler der Eingabepunkte. In unserem Fall sind dies die ermittelten 3D-
Koordinaten. Diese Fehler konnen z. B. durch ungenaue Korrespondenzen hervorgerufen
worden sein. Diese Fehler wiirden bei einer Interpolation vollstindig eingehen und damit
zu einer Verfilschung der Bewegungsbeschreibung fiihren.

Der Fehler, den wir bei der Approximation machen, kann als Indiz dafiir dienen, wie
gut sich die Bewegung durch die gewihlten Funktionen und den gewihlten Grad m be-
schreiben 148t. Als Fehlermaf$ verwendet man in den meisten Fillen das gauBsche Fehler-
quadratkriterium, bei dem der Fehler £ an der Summe der quadratischen Abweichungen
gemessen wird:!

£ = _‘Zjuu(p(lﬁ;)—‘I>(i.‘))2

eo(t:) \\’
= wa p(ti)-C (Pl:(ti) — Minimum
= SPm.(ti)

'Im weiteren verwenden wir auch die Bezeichnung “least-square-fit”.
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Die Koeffizienten w; sind reelle Gewichtsfaktoren, mit denen sich die einzelnen quadra-
tischen Abweichungen unterschiedlich bewerten lassen. Konnten die 3D-Koordinaten
eines Punktes genau bestimmt werden, so wird man einen grofien Gewichtsfaktor wahlen.
Umgekehrt wird man einen Punkt, bei dem sich die Raumkoordinaten nicht so genau
bestimmen lieBen, niedriger gewichten, so dafi ihm eine geringere Bedeutung zukommt.
Wie wir auf Seite 18 gesehen haben, lassen sich die 3D-Koordinaten eines Punktes mit
zunehmendem Abstand zu den Stereokameras immer ungenauer rekonstruieren. Daher
empfiehlt es sich, fiir die Gewichtsfaktoren den Kehrwert des quadrierten Punktabstan-
des zur Kamera zu verwenden. Sind die Punkte beziiglich des Kamerakoordinatensystems
angegeben, so setzt man w; = 1/p(¢;)Tp(¢;). Damit minimieren wir die Quadratsumme

n

2 oET(E) p(ti )Tp(t j b= )

1=0

der relativen Fehler. Sind alle 3D-Koordinaten mit denselben Fehlern behaftet, so setzt
man die Koeffizienten w; der Einfachheit halber alle auf eins. In Matrixschreibweise ergibt
sich:

E = P-CB
Wo 0
wy
W =
0
. wn
£ = Spur(ETEW )

= Spur((P — CB)T(P - CB)W)

= Spur(PTPW — PTCBW — (CB)"PW + (CB)'CBW)

= Spur(PTPW — PTCBW — ((PW)TCB)T + BTCTCBW)
Um das Minimum der Fehlerfunktion £ zu bestimmen, miissen wir nach der Matrix C
ableiten. Wir erhalten:

d¢  dSpur(ETEW)
dC dC (3:3)

= -P(BW)T -PWBT + CBWBT + CBWTB7?

= —PwWTBT _ pwBT + 2cBWBT
= —2PWBT + 2cBWBT

Hierbei wurde ausgenutzt, daB W eine Diagonalmatrix ist, so da W = W7 gilt. Um
die notwendige Bedingung fiir ein Minimum zu erfiillen, setzen wir die Ableitung der
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Fehlerfunktion £ auf Null. Wir erhalten:

d€
— =0
dC
= CBWBT = PWBT
= C = PWBT(BWBT)-!

Werden die Gewichtsfaktoren w; alle auf eins gesetzt, so ist die Matrix W gleich der
Einheitsmatrix und die Gleichung vereinfacht sich zu

C = PBT(BBT)"!

Die Matrix BT(BBT)~! nennt man Pseudoinverse der nicht quadratischen Matrix B. Fiir
n = m wire die Matrix B quadratisch. Sie wiire weiterhin regulir, da die verwendeten
Basisfunktionen (wie man dem Namen unschwer entnehmen kann) linear unabhingig
sind. Damit ist sie invertierbar und die Pseudoinverse von B ist gleich der Inversen von

B.

3.2 Wahl der Basisfunktionen

Bislang wurden die Basisfunktionen ¢; noch nicht niher spezifiziert. Der nun folgende Ab-
schnitt gibt eine Ubersicht iiber mégliche Funktionensystemen und deren Eigenschaften.
Jedes Funktionensystem reprisentiert einen bestimmten Funktionstyp. Es hingt also von
der Art der Bewegung des betreffenden Punktes bzw. von den zugrundeliegenden phy-
sikalischen Ursachen der Bewegung ab, ob das eine oder das andere Funktionensystem
besser geeignet ist. Ist uns nichts iiber die Bewegung des Punktes bekannt, so ist eine
angemessene Wahl nicht moglich. In diesem Fall kann die Approximation mit verschie-
denen Basisfunktionen durchgefiihrt werden, wobei bei gleichem Approximationsgrad m
dasjenige Funktionensystem die Bewegung am besten wiedergibt, bei dem der geringste
Fehler aufgetreten ist.

Algebraische Polynome

Die Approximationsfunktion @ ist mit ¢4(t) = t* ein algebraisches Polynom vom Héchst-
grad m:

‘P(t) = Z cktk
k=0

Die Koeffizienten ci sind die Spaltenvektoren der Matrix C aus Gleichung 3.2. Dieses
hiufig verwendete Funktionensystem hat den Nachteil, daB die Matrix BB oft schlecht
konditioniert ist,? so daB die Invertierung und damit die Berechnung der Pseudoinversen
erschwert wird.

Beispiel: Wirkt auf den Punkt eine konstante Kraft, so li8t sich die Bewegungsbahn

2det(BBT) ~ 0
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durch ein algebraisches Polynom zweiten Grades beschreiben. Das Weg-Zeit-Gesetz einer
gleichmiBig beschleunigten Bewegung lautet nimlich:

s = %ﬂtz + vot + so, (34)

wobei a die konstante Beschleunigung, vo die Anfangsgeschwindigkeit zum Zeitpunkt
t =0, sg der zum Zeitpunkt ¢ = 0 bereits zuriickgelegte Weg und t die Zeit ist. Fine Ap-
proximation mit einem algebraischen Polynom wiirde also eine angemessene Beschreibung
fiir diese Punktbewegung liefern.

Trigonometrische Polynome

Kehrt ein Punkt wihrend seiner Bewegung zu seinem Ausgangspunkt zuriick, so kann
angenommen werden, dafl er sich periodisch bewegt. In einem solchen Fall empfiehlt es
sich, periodische Basisfunktionen zu wihlen. Verwendet man

b € [ Lsee opm]

1, sin(kz), cos(kz) z€0 o]

als Basisfunktionen, so ist die Funktion & ein trigonometrisches Polynom vom Grad m:

®(t) = -ag + zm:(ak cos(2rkt) + bgsin(27kt)) te[0,...,1]
k=1

[ =R

Fir die gegebenen Punkte erhalten wir das folgende Gleichungssystem:

.’E(t()) l‘(t1) T m(tn) Gor @1z ' Gmz bz -+ bmg
y(tﬂ) y(tl) =t y(tn) — Aoy A1y - Qmy bly % hit bmy
Z(tO) z(tl) ce Z(tn) oz @1z -+ Gmz b1y -+ by
1 1 &2 4 1
( 2 2 2
cos(2mty)  cos(27ty)  ---  cos(27ty)
X cos(2rmity) cos(2rmt;) --- cos(2wmi,)
sin(2rty)  sin(27¢;) -+ sin(27t,)
\ sin(2rmty) sin(2rmty) .-+ sin(2rmt,) /

= P = CB

Auch hier kénnten wir aus der Pseudoinversen der Matrix B die Koeffizienten der Ba-
sisfunktionen berechnen. Da die obigen Basisfunktionen jedoch ein Orthonormalsystem
bilden, kénnen wir die Koeffizienten direkt angeben. Betrachtet man ndmlich den Funk-
tionenraum, der von den orthonormalen Basisfunktionen aufgespannt wird, und méchte
man nun eine gegebene Funktion f durch eine Linearkombination dieser Basisfunktionen
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darstellen, so erhilt man die zu den Basisfunktionen zugehorigen Koeffizienten, indem
man das Skalarprodukt der Funktion f mit der jeweiligen Basisfunktion bildet. Damit
erhalten wir:

2 n
ay = m&p(i,’c)cos(Zwltk]

b = ni lkz_:p(tk)sin(%ltk)
=0
Dabei sind die #x so zu skalieren, dafl ¢,...,%,, den Bereich [0,...,1] aufspannen. Es

muB sichergestellt sein, da der Anfangs- und der Endpunkt zusammenfallen, denn erst
in diesem Fall kann eine periodische Bewegung vorliegen, die durch ein trigonometrisches
Polynom beschrieben werden kann.

Beispiel: Unterliegt ein Punkt einer riicktreibenden Kraft, die proportional zu seiner
Auslenkung ist, so fiithrt der Punkt eine harmonische Schwingung aus. Das Weg-Zeit-
Gesetz einer harmonischen Schwingung lautet

s = asin(wt) + sg (3.5)

Wobei a die Amplitude der Schwingung, w = 27 /T die Winkelgeschwindigkeit® und sg
der zum Zeitpunkt ¢ = 0 bereits zuriickgelegte Weg ist. Die Trajektorie des Punktes l:ift
sich folglich durch ein trigonometrisches Polynom ersten Grades beschreiben.

3.3 Geschwindigkeit und Beschleunigung von Punkten

Die Bewegung laBt sich gegebenenfalls einfacher beschreiben, wenn man statt des zuriick-
gelegten Weges die Geschwindigkeit oder aber die Beschleunigung des gegebenen Punktes
betrachtet. Die Geschwindigkeit v eines Punktes p ist definiert als Ableitung des zuriick-

gelegten Weges s nach der Zeit t:
ds

T dt
Ferner ergibt sich die Beschleunigung a aus der Ableitung der Geschwindigkeit nach der
Zeit:

v

dv d%s

a=—=——

T dt T (e

Eine Schitzung fiir die Geschwindigkeit v(#;) des Punktes p zum Zeitpunkt t; erhilt
man aus der Differenz der Punktkoordinaten p(tx—1) und p(tx):

v(ty) = p(tf: = pff'l) FEL,...,n]

T ist die Schwingungsdauer oder auch Periode
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Entsprechend erhilt man eine Schitzung fiir die Beschleunigung, indem man die Differenz
zeitlich aufeinanderfolgender Geschwindigkeiten bildet:

tr) — =
a(ty) = b ’t‘z_;f_‘f ) €[2,...,n]
P(ts)—P(tk—1) _ Pltk—1)—-P(tk-2)
= tr—tk—1 tr—1—tk—2
te — tk—1

Sind die Zeitintervalle alle gleich lang, so erhdlt man:

a(ty) = P() = 2p(ti1) + P(te—2)
¢ (th — tk—1)?

Mit den erhaltenen Geschwindigkeiten v(t;),...,v(t,) bzw. mit den Beschleunigungen
a(tz),...,a(t,) 1aBt sich nun das obige Approximationsverfahren durchfiihren.
Beispiel: Im folgenden wird eine Bewegung beschrieben, bei der es sinnvoll ist, die
Geschwindigkeit zu approximieren.

Gegeben sei ein mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w rotierender starrer Korper,
dessen Rotationszentrum sich mit konstanter Geschwindigkeit vp senkrecht zur Rotati-
onsachse fortbewegt (siehe Abbildung 3.1). Die Translationsbewegung des Kérpers sei auf
die XY-Ebene beschrinkt, so dafl die Rotationsachse senkrecht zu dieser Ebene orientiert
ist. Die Bewegung lifit sich damit in der XY-Ebene beschreiben. Das Weg-Zeit- Gesetz
fiir einen beliebigen Punkt dieses starren Korpers kann nun folgendermaBen geschrieben
werden:

s(t)=r ( f;lot;((ﬁ)) - ) + vat + so (3.6)
Dabei sei r der radiale Abstand des beobachteten Punktes zum Rotationszentrum und sg
der zum Zeitpunkt ¢t = 0 zuriickgelegte Weg (Koordinaten des Punktes p zum Zeitpunkt
t = 0). Fiir diese einfache Bewegung erhalten wir also eine Bewegungsgleichung, die sich
als Summe eines trigonometrischen und eines algebraischen Polynoms darstellen lift.
Damit wiren beide oben vorgestellten Basissysteme fiir sich allein genommen zur Appro-
ximation ungeeignet. Statt dessen kann man eine neue Basis aus einer Kombination von
trigonometrischen und algebraischen Basisfunkionen bilden. Diese neue Funktionenbasis
tragt nunmehr verschiedenen physikalischen Bewegungserscheinungen gleichzeitig Rech-
nung. Mit ihr kann wiederum das vorgestellte Pseudoinversenverfahren durchgefiihrt
werden.? Die ermittelte Approximationsfunktion bringt aber nur dann die Gesetzmiflig-
keit in Gleichung 3.6 zum Ausdruck, wenn der Beobachtungszeitraum ein ganzzahliges
Vielfaches der Rotationsperiode ist. Denn nur dann kann der Rotationsanteil in dem be-
obachteten Zeitraum eindeutig als Summe von trigonometrischen Funktionen dargestellt
werden. Dieses ist jedoch schwierig sicherzustellen, da der betrachtete Punkt aufgrund

*Die direkte Angabe der Funktionskoeffizienten, wie sie bei den trigonometrischen Polynomen méglich
ist, kann hier nicht erfolgen, da das neue Basissystem nicht mehr orthogonal ist.



Kapitel 3. Bewegungsbeschreibung einzelner Punkte 20

des Translationsanteils in der Bewegung nicht wieder zu seinem Ausgangspunkt zuriick-
kehrt. Man hat damit keinen direkten Hinweis mehr, wo eine Rotationsperiode beendet
sein kdnnte.

Anstatt durch Wahl eines neuen Basissystems kann man sich mit der Ableitung der
Gleichung 3.6 weiterhelfen. Man erhilt dann:

vt} = ds(t) = rw( cos(wt) ) .

dt — sin(wt)

Diese Gleichung stellt das Geschwindikeit-Zeit-Gesetz der obigen Bewegung dar und laft
sich durch ein reines trigonometrisches Polynom beschreiben. Damit kann die Approxi-
mation der Punktgeschwindigkeiten mit der trigonometrischen Funktionenbasis erfolgen.

Da wir unsere Approximationsfunktion zur Vorhersage der Punktlokalisation nutzen
wollen, miissen wir die erhaltene Geschwindikeitsfunktion hinterher jedoch noch nach der
Zeit integrieren. Wir erhalten:

gt) = /0 “v(t)dt

- m,/o‘( _ooulut) )dmﬂj;dt

sin(wt
" ( cos(wt)) = ) R

Dies entspricht bis auf den fehlenden konstanten Summanden sg der Gleichung 3.6. Die
Koordinaten des Punktes p zum Zeitpunkt ¢ = 0 miissen noch zu s/(t) addiert werden,
um die gewiinschte Gleichung zu erhalten.

Bei der Approximation der Punktgeschwindigkeiten bleibt zu bedenken, daB die Ge-
schwindigkeiten durch Differenzbildung entstanden sind. Sie geben damit die mittlere
Geschwindikeit fiir das vorliegende Zeitintervall an. Inwieweit diese Geschwindigkeiten
eine gute Niherung fiir die Geschwindigkeiten zu den gewiinschten Zeitpunkten darstel-
len, hingt zum einen von der Gréfle der Zeitintervalle und zum anderen von den in der
Szene auftretenden Beschleunigungen ab. Je gréfier die Beschleunigungen sind, desto
kleiner miissen die Zeitintervalle gewihlt werden.

Die Betrachtungen lassen sich in derselben Form auch fiir die Punktbeschleunigungen
anstellen. Hier kann die zweite Ableitung des Weg-Zeit-Gesetzes zu einer weiteren Ver-
einfachung der zu approximierenden Funktion fiithren. Dafiir wirken sich jedoch hier die
Probleme der Differenzbildung gleich doppelt aus.

3.4 Probleme bei der Bewegungsbeschreibung einzelner
Punkte

Die vorgestellte Approximationsmethode verlangt die Wahl von geeigneten Basisfunktio-
nen. Diese Wahl kann nur dann verniinftig erfolgen, wenn eine Modellvorstellung der
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anzunihernden Kurve existiert. Dies setzt jedoch voraus, dal wir die physikalischen
Ursachen der Bewegung kennen. So kann eine Approximation mittels eines trigonome-
trischen Polynoms nur dann erfolgreiche Vorhersagen machen, wenn eine Periodizitit in
der Punktbewegung auch wirklich vorliegt. Dieses miifite also gepriift werden, bevor
die Approximation erfolgt. Nun la8t sich zwar eine Trajektorie innerhalb des gegebenen
Zeitintervalls, unabhiingig vom gewihlten Basissystem, beliebig genau approximieren, in-
dem man den Grad m der Approximationsfunktion erhéht; zu Vorhersagen eignet sich
die erhaltene Funktion jedoch nur dann, wenn die gewihlten Basisfunktionen die physi-
kalische Bewegungsursache wiedergeben kénnen. Ein algebraisches Polynom eignet sich
beispielsweise nicht zur Beschreibung von periodischen Bewegungen, wie sie sich z. B. bei
Schwingungsphinomenen ergeben. Mochte man mit einer derartigen Approximations-
funktion die weitere Bewegung des Punktes vorhersagen, so wird man kliglich scheitern.

Ein weiteres Problem ist, daf} einzelne Punkte hiufig keinen einfachen physikalischen
Verhiltnissen unterliegen. Der Grund hierfiir liegt darin, daBl ein Punkt nur einen sehr
kleinen Teil eines makroskopischen Kérpers reprisentiert.> Dieser Kérper unterliegt in
seiner Gesamtheit den herrschenden physikalischen Gesetzen. Da alle Punkte des Kérpers
miteinander in starrer oder nichtstarrer Verbindung stehen, lafit sich die Bewegung eines
Punktes nicht losgelést von den anderen Punkten betrachten. Nehmen wir z. B. an,
daB ein starrer Korper einer konstanten Kraft ausgesetzt ist. In einem solchen Fall 146t
sich die Gleichung 3.4 lediglich auf den Schwerpunkt dieses Kérpers anwenden. Die
Bewegung eines beliebigen Punktes kann selbst fiir diese einfache physikalische Situation
eine kompliziertere Bewegung vollfiihren, wie die Abbildung 3.1 verdeutlicht.

Im Fall von gekoppelter Bewegung kann die Bewegungsbahn eines Punktes noch kom-
plizierter werden, ndmlich dann, wenn der Punkt eine Rotationsbewegung relativ zu ei-
nem anderen rotierenden Objektteil ausfiihrt. Die Bildfolge in Abbildung 3.2 zeigt ein
derartiges Objekt, welches aus drei verbundenen starren Einzelteilen besteht. Diese sind
iiber Achsen verbunden und fithren jeweils eine eigene Rotation mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit aus. Der in den Bildern durch O markierte Punkt fiihrt eine periodische
Bewegung mit einer Schwingungsdauer von T' = 360 Zeiteinheiten aus. Fiir diesen Punkt
wurde in Abbildung 3.3 der zuriickgelegte Weg, die Geschwindigkeit und die Beschleuni-
gung in x- und y-Richtung gegen die Zeit aufgetragen.® Beriicksichtigt wurden nur die
Punktkoordinaten zu den 10 gegebenen Bildaufnahmezeitpunkten ¢ = 0,10, 20,...,90.
In Abbildung 3.4 und Abbildung 3.5 wurden die erzielten Approximationsergebnisse dem
zuriickgelegten Weg in x- und y-Richtung iiberlagert und die aufgetretenen Fehler ge-
gen die Zeit aufgetragen. Dabei wurde im ersten Fall ein algebraisches Polynom vierten
Grades und im zweiten Fall ein trigonometrisches Polynom zweiten Grades verwendet.
Inwieweit die berechneten Approximationsfunktionen zu Vorhersagen geeignet sind, wird
durch die Abbildungen 3.6 und 3.7 veranschaulicht. Hier wurde der zuriickgelegte Weg

SMathematisch hat ein Punkt keine Ausdehnung, so dafi diese Feststellung eigentlich trivial ist. Die
in unserem Fall rekonstruierten Punkte jedoch reprisentieren raumlich ausgedehnte Flichen, die genau

in einen Bildpunkt abgebildet werden.
8Aus Skalierungsgriinden wurde in den Abbildungen 3.3, 3.4 und 3.5 auf die Darstellung der z-

Komponente des Weges, der Geschwindigkeit und der Beschleunigung verzichtet.
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Abbildung 3.1: Bewegung eines Punktes auf einem sich kriftefrei bewegenden, rotie-
renden starren Korper

des gewéhlten Punktes iiber den betrachteten Zeitraum hinaus aufgetragen, unter der
Annahme, daB sich das Objekt unverindert weiterbewegt. Uberlagert wurden die Appro-
ximationsfunktionen. Man sieht im Falle von algebraischen Polynomen (Abbildung 3.6),
dafl die Trajektorie des Punktes fiir den Aufnahmezeitraum zwar sehr genau wieder-
gegeben wird, die Funktion zu Vorhersagen aber kaum geeignet ist. Ein algebraisches
Polynom besitzt nur eine endliche Zahl von lokalen Extremstellen und eignet sich da-
mit nicht zur Darstellung von periodischen Funktionen. Allerdings hilft uns auch kein
trigonometrisches Polynom weiter, da der Beobachtungszeitraum keine vollstindige Peri-
ode umfafit. Diese Annahme liegt der Approximation mit trigonometrischen Polynomen
zugrunde (Abbildung 3.7).

Betrachten wir die Geschwindigkeit und die Beschleunigung des Punktes (sieche Ab-
bildung 3.3), so erhalten wir wieder periodische Funktionen. Eine Approximation der
Geschwindigkeit bzw. der Beschleunigung des Punktes, wie wir sie in Abschnitt 3.3 ken-
nengelernt haben, befreit uns damit nicht von den genannten Problemen.

Als Fazit 1aBt sich sagen, dafl die Approximation von Punkttrajektorien kein geeig-
netes Mittel darstellt, um Vorhersagen iiber die zukiinftige Bewegung eines Punktes ab-
zuleiten. Erst wenn wir die zugrundeliegenden physikalischen Ursachen der Bewegung
(Bewegungsgesetz) kennen, kénnen geeignete Basisfunktionen gewahlt werden, die in der
Lage sind, die Bewegung wiederzugeben. Dieses Wissen wiirde uns aber bereits in die
Lage versetzen, die Bewegung eines Punktes vorherzusagen und damit eine Approxima-
tion iiberfliissig machen. Eine Approximation ist damit lediglich geeignet eine kontinu-
ierliche Verlaufsbeschreibung eines Punktes innerhalb des betrachteten Zeitintervalls zu
liefern. Diese Information kénnte fiir verschiedene Situationen genutzt werden. Fiir den
Fall, daB8 der Punkt fiir kurze Zeit nicht in den Bildern aufgefunden werden konnte, sei es
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Abbildung 3.2: Gekoppelte Bewegung
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Abbildung 3.3: Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung des markierten Punktes aus

Abbildung 3.2
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Abbildung 3.4: Approximation der Punkttrajektorie mit einem algebraischen Polynom
und die erhaltenen Fehler
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Approximation mit einem
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Abbildung 3.5: Approximation der Punkttrajektorie mit einem trigonometrischen Po-
lynom und die erhaltenen Fehler
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Abbildung 3.6: Vorhersage der Punkttrajektorie mit einem algebraischen Polynom
4. Grades, Beobachtungsintervall: ¢t = 0,...,90
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Abbildung 3.7: Vorhersage der Punkttrajektorie mit einem trigonometrischen Polynom
2. Grades, Beobachtungsintervall: ¢t = 0,...,90
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durch raumliche Verdeckung oder aber durch unvollstindige Segmentierung hervorgeru-
fen, 148t sich mit Hilfe der Approximationsfunktion die Trajektorie des Punktes ergdnzen
und damit seine Lage in den betroffenen Bildern bestimmen. Weiterhin lieflen sich bei
vereinzelt starken Abweichungen von der Approximationsfunktion die Korrespondenzen
korrigieren.

Unabhingig von den Schwierigkeiten bei der Approximation wird man es im allgemei-
nen immer schwer haben, die Bewegung von Punkten vorherzusagen. Der Grund dafiir
liegt darin, daff die Bewegung eines Punktes, wenn man sie isoliert betrachtet, nicht er-
kennen liBt, auf welche Art und Weise sie zustande gekommen ist. Wir werden daher im
folgenden versuchen, die Bewegung von makroskopischen Kérpern zu beschreiben, indem
wir alle ermittelten Punkte des Kérpers beriicksichtigen. Die Bewegung lifit sich dann
durch Rotation und Translation erkliren. Diese beiden Bewegungsformen geniigen, um
die Bewegung von starren Kérpern mit physikalischen Mitteln zu beschreiben. Gelingt es
dariiberhinaus, die Kopplungen der beteiligten starren Kérpern zu ermitteln, so gewinnt
man ein groferes Verstindnis fiir die Bewegung. Dieses sollte eine leichtere Vorhersage
der Bewegung erméglichen.



Kapitel 4

3D-Bewegung starrer Korper

In dem nun folgenden Kapitel werden wir uns mit der Bewegungsbeschreibung von starren
Korpern beschiftigen. Kennen wir die riumliche Position eines starren Kérpers zu zwei
aufeinanderfolgenden Zeitpunkten, so 1Bt sich die Bewegung in dem Zeitintervall durch
Rotation und Translation beschreiben. Diese unterschiedlichen Bewegungsphinomene
werden auch in der Physik verwendet, um die Bewegung von starren Kérpern darzustellen.
Da uns nur einzelne Raumpunkte und deren rdumliche Bewegungen vorliegen, miis-
sen wir zunichst feststellen, welche Punkte einen starren Kérper bilden. Der folgende
Abschnitt 4.1 beschreibt eine Moglichkeit, um die vorliegende Punktmenge zu starren
Korpern zu gruppieren. Fiir jeden dieser starren Kérper lassen sich nun fiir jedes Zeit-
intervall Rotations- und Translationsparameter ermitteln. Der Abschnitt 4.2 beschreibt
zundchst die mathematische Darstellung und die Eigenschaften der Bewegungsparameter
von starren Koérpern. Im letzten Abschnitt 4.3 werden wir dann ein Verfahren angeben,
welches aus den riumlichen Punktkoordinaten eines starren Kérpers die Bewegungspa-
rameter bestimmt. Es wird ein “least-square-fit”-Verfahren zur Anwendung kommen.

4.1 Isolieren von starren Kérpern

Ein starrer Kérper zeichnet sich dadurch aus, daf§ der Abstand zwischen beliebigen Punk-
ten des Korpers konstant bleibt. Diese Eigenschaft werden wir durch den Aufbau eines
Starrheitsgraphen fiir alle Punktpaare iiberpriifen. Der Starrheitsgraph enthilt fiir jeden
Objektpunkt p einen Knoten v. Dabei existiert zwischen zwei Knoten v; und v; eine
ungerichtete Kante e(v;,v;), falls die zugehérigen Punkte p; und p; ihren rdumlichen
Abstand zu den gemessenen Zeitpunkten beibehalten haben. Da die Berechnung der
3D-Punktkoordinaten einer Vielzahl von Fehlerquellen ausgesetzt ist, werden wir geringe
Anderungen im Punktabstand zulassen. Wir nehmen an, da$ diese Fehler normalverteilt
sind und ermitteln daher fiir einen gegebenen Zeitraum to,...,t,—; fiir jedes Punktpaar
(pi," p;) den Mittelwert d_,J des Punktabstandes und die Standardabweichung o;; von

37
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diesem Mittelwert:

n—1

dij = %zlpi(tk)_])j(tk)l

k=0

ks
.
I

n—1
\J % S (Ipiltx) — pste)] — dij)?
k=0

Ist die Standardabweichung o;; klein gegeniiber dem mittleren Punktabstand d;; der
Punkte p; und p;, so rechnen wir die beiden Punkte dem gleichen starren Kérper zu und
verbinden somit die Knoten v; und v; im Starrheitsgraphen durch eine Kante. An das
Verhiltnis zwischen Standardabweichung und Abstandsmittelwert wird also ein Schwell-
wert s angelegt. Liegt das Verhiltnis unter der gewéhlten Schwelle s, so betrachten
wir die Punkte als starr verbunden, andernfalls betrachten wir sie als nicht zu einem
gemeinsamen starren Korper gehorend.

Fiir eine Punktmenge, die sich starr verhilt, miissen alle Knotenpaare der korrespon-
dierenden Knotenmenge im Starrheitsgraphen durch eine Kante verbunden sein. Diese
Knoten bilden also im Starrheitsgraphen einen vollstindig verbundenen Teilgraphen, den
man auch als Clique bezeichnet.

Ein Algorithmus zum Auffinden von maximalen Cliqguen im Starrheitsgraphen kann
somit dazu dienen, die starren Kérper zu ermitteln. Es ist allerdings zu beriicksichti-
gen, daf eine maximale Clique im Starrheitsgraphen nur eine notwendige Bedingung fiir
einen starren Korper darstellt. Wird ein Objekt in sein Spiegelbild iiberfiihrt, so bleiben
die paarweisen Punktabstinde zwar erhalten, die Bewegung wire aber im physikalischen
Sinne nicht starr. Wir werden in Abschnitt 4.2 dieses Phinomen aufgreifen und eine hin-
reichende Bedingung fiir eine starre Bewegung formulieren. Zum Auffinden von starren
Kérpern beschrinken wir uns hier auf die Cliquensuche im Starrheitsgraphen, da der Spe-
zialfall der Spiegelung ein kaum anzutreffendes Bewegungsphinomen darstellt. Auflerdem
wiirden die in Abschnitt 4.2 beschriebenen Bewegungsparameter die Spiegelung erkennen
lassen, so dafl wir uns um dieses Problem hier noch nicht zu kiimmern brauchen.

Im weiteren werden wir uns damit beschiftigen, wieviele Zeitpunkte betrachtet werden
sollen, um die starren Punktkonstellationen zu ermitteln. Beriicksichtigen wir nur zwei
Zeitpunkte, so kann der Abstand zweier Punkte konstant bleiben, obwohl die Punkte nicht
zum selben starren Kérper gehéren. Dadurch wiirden wir zusitzliche Cliquen erhalten,
die sich durch folgende Eigenschaften auszeichnen:

e Diese Cliquen beinhalten Knoten, die auch in anderen Cliquen enthalten sind. Es
werden folglich bestimmte Punkte mehreren starren Kérpern zugeordnet.

e Diese Cliquen beinhalten nur wenige Punkte, da die Punkte nur aufgrund einer
speziellen Bewegung ihren Abstand beibehalten.

Damit wir derartige Cliquen entfernen kénnen, fordern wir die Disjunktheit aller Cliquen.!

Dieses 148t sich am einfachsten durch Entfernen von Cliquen erreichen. Sind zwei Cliquen

!Es sei angemerkt, daB8 ein Punkt sehr wohl mehreren starren Objekten zugesprochen werden kann.
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nicht disjunkt, so kénnten wir z. B. die kleinere Clique entfernen. Das Problem von
zufillig sich starr verhaltenden Punkten 148t sich schnell dadurch umgehen, indem mehr
als zwei Zeitpunkte beriicksichtigt werden. Dies setzt allerdings voraus, daf§ uns die 3D-
Punktkoordinaten zu geniigend vielen Zeitpunkten zur Verfiigung stehen. Dies stellt hohe
Anforderungen an die Ermittlung der riumlichen und zeitlichen Korrespondenzen. Aus
diesem Grund kann es sinnvoll sein, sich zunéchst auf eine geringe Anzahl von Zeitpunkten
zu beschrinken.

Folgender Algorithmus zum Auffinden von starren Kérpern aus den gegebenen 3D-
Punkten wurde verwendet. Die betreffenden Raumpunkte miissen zu mindestens zwei
Zeitpunkten zur Verfiigung stehen.

1. Aufbau des Starrheitsgraphen: Fiir alle Punktpaare p; und p; berechne den
Mittelwert d;; ihres Abstandes und die Standardabweichung o;;. Liegt das Verhilt-
nis zwischen Standardabweichung und Mittelwert unter einem gewihlten Schwell-
wert s, so betrachten wir die Punkte p; und p; als starr und verbinden die zugehéri-
gen Knoten im Starrheitsgraphen durch eine Kante.

2. Bestimmung aller Cliquen: (siehe [Ballard + Brown 82, S. 376])

Die Funktion Cliques(X,Y) erhilt als Argumente eine Knotenmenge X, die im
Graph eine Clique darstellt und eine Knotenmenge Y, mit X C Y. Sie liefert alle
Cliquen, die X enthalten und die in Y enthalten sind. Damit liefert der Ausdruck
Cliques(@, V) alle Cliquen des gegebenen Graphen mit den Knoten der Menge N.

Cliques(X,Y) :=
IF kein Knoten der Menge Y — X mit allen Elemen-

ten der Knotenmenge X verbunden ist
THEN X

ELSE Cliques(X U {y},Y) U Cliques(X,Y — {y})

wobei y ein Knoten aus der Menge Y ist, der mit allen Knoten der Menge X
verbunden ist.

3. Finden von maximalen Cliquen: Dazu entfernt man alle Cliquen, die in einer
anderen Clique enthalten sind.

4. Fiir alle gefundenen Cliquen C; und Cj, fiir deren Knotenmengen N; und Nj; gilt:
NiNN; #0firi # j

entferne Cj, falls size(N;) < s - size(N;). Dabei ist s’ ein festzulegender Schwellwert
mit s’ < 1.

Besitzen zwei starre Korper eine gemeinsame Drehachse (Verbindung), so verhalten sich alle Punkte anf
der Achse zu beiden Kérpern starr. Obwohl wir in Kapitel 5 derartige gekoppelte Bewegnngen noch
genauer untersuchen werden, wollen wir hier diesen Fall zunichst ausschlieBen. Es geniigt anzunehmen,
dafl Achsenpunkte nicht detektiert wurden.
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5. Fiir jede noch existierende Clique: Bestimme fiir ihre Knotenmenge die Anzahl der
nichtleeren Schnittmengen mit den Knotenmengen der anderen Cliquen. Fiir alle
Cliquen C; und Cj, fiir deren Knotenmengen N; und N; gilt:

N:NN; #0fiiri #j

entferne C;, falls size(N;) < size(N;) und N; mehr nichtleere Schnittmengen mit
den Knotenmengen der anderen Cliquen aufweist als N;.

Die letzten beiden Schritte 4 und 5 wurden lediglich dazu verwendet, um bei der Beriick-
sichtigung von nur zwei oder wenigen Zeitpunkten, zufillig sich starr verhaltende Punkt-
gruppen ausfindig zu machen und zu entfernen. Es wird angenommen, daB diese Cliquen
verhiltnismaBig klein sind (siehe Schritt 4) und/oder daB sie mehr nichtleere Schnittmen-
gen mit den anderen Cliquen aufweisen (siehe Schritt 5). Je mehr Zeitpunkte herange-
zogen werden, desto geringer ist die Wahrscheinlichkeit von Punktgruppen, die sich nur
zufillig starr verhalten, so daB die Schritte 4 und 5 immer stirker an Bedeutung verlieren.

Das Problem der Cliquensuche gehort zu der Klasse der NP-vollstindigen Probleme
und 148t sich daher im allgemeinen nur mit exponentiellem Aufwand losen. Dieser Auf-
wand ist nur bei kleineren Punktmengen vertretbar.

Um zu zeigen, daB ein Punkt zu einem gegebenen starren Kérper gehort, geniigt es
festzustellen, daB die Abstinde dieses Punktes zu drei nicht kollinearen Punkten des star-
ren Kérpers konstant bleiben.?2 Man braucht also nicht alle Abstinde des Punktes zu allen
Punkten des starren Kérpers zu iiberpriifen, um die Starrheit zu zeigen. Der Aufwand
beim Aufbau des Starrheitsgraphen und die daraus resultierende Cliquensuche ist also gar
nicht erforderlich, um die Starrheit einer Punktmenge sicherzustellen. Da man geringe
Abstandsinderungen zulassen will, kann es bei der Uberpriifung von nur drei Abstinden
allerdings von der Wahl dieser drei Punkte aus der bereits als starr angesehenen Punkt-
menge abhingen, ob der untersuchte Punkt auch dieser Menge zugesprochen wird oder
nicht. Dieser Nachteil ist mit dem erhohten Aufwand der Cliquensuche abzuwigen. Ein
Kompromif lige wahrscheinlich zwischen diesen Extremen.

Es sei angemerkt, daff die Starrheit von Punktmengen fiir die Korrespondenzanalyse
eine wichtige Informationsquelle darstellt. Setzt man voraus, dafl sich eine bisher starr
verhaltende Punktmenge auch weiterhin starr verhilt, so benstigt man zu einem spéteren
Zeitpunkt nur die raumlichen Positionen von drei nicht kollinearen Punkten dieser Menge,
um die Positionen aller anderen Punkte der Punktmenge vorhersagen zu kénnen.> Werden
Punkte aufgrund ihrer zeitlichen Bewegung in spiteren Bildern verdeckt, so lassen sie sich
mit Hilfe der Starrheitsannahme im Raum lokalisieren.

2Diese Tatsache wurde auf Seite 4 ausgenutzt, um die Einschrinkungen fiir die Strarrheit von N

Punkten zu bestimmen.
3Siehe dazu Theorem 4.4 auf Seite 49
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4.2 Mathematik der Bewegung starrer Kérper

Ein starrer Korper ist die Idealisierung eines physikalischen Objektes, welches sich unter
jeder physikalisch méglichen Bewegung derart verhilt, daf die Abstinde zwischen beliebi-
gen Punkten des Objektes unveridndert bleiben. Der nun folgende Abschnitt beschiftigt
sich mit den mathematischen Grundlagen, die zur Beschreibung riumlicher Bewegung
starrer Korper benétigt werden. Eine Ubersicht findet sich z. B. in [Angeles 82].

Die Bewegung eines starren Kérpers kann durch eine bijektive Abbildung M be-
schrieben werden, welche jeden 3D-Punkt p des Kérpers auf einen Punkt M(p) im Raum
eineindeutig abbildet (M ist ein Endomorphismus des R3). Dabei stellt M(p) den Ort im
Raum dar, zu dem sich der Punkt p bewegt hat. Damit die Abbildung eine starre Bewe-
gung beschreibt, miissen die Abstinde zwischen beliebigen Punkten p; und p; erhalten
bleiben, das heif3t:

lpi — p;| = |M(p:i) — M(p;)l

Aus dieser Bedingung folgt, daB der Winkel zwischen beliebigen Geraden des starren
Korpers konstant bleibt. Damit muf auch das Skalarprodukt zwischen den Punktab-
standsvektoren durch die Abbildung erhalten bleiben, da es das Produkt aus Vektor-
betrigen und dem Cosinus des eingeschlossenen Winkels ist:

(px — pi)T(p; — Pi) = (M(px) — M(p:))T(M(p;) — M(p:)) (4.1)

4.2.1 Rotationsbewegung

Im allgemeinen ist die Abbildung M nicht linear. Es gibt jedoch eine Klasse von Bewe-
gungen, die durch eine lineare Transformation beschrieben werden kann.

Theorem 4.1 Bleibt bei der Bewegung eines starren Kérpers ein Punkt fiziert, dann
(und nur dann) laft sich die Bewegung durch eine lineare Transformation beschreiben.

Beweis (siehe auch [Angeles 82]): Es sei o. B. d. A. angenommen, daB sich der fixierte
Punkt im Ursprung des gewihlten Koordinatensystems befindet. Unter dieser Bedingung
muf fiir jeden Punkt p; des Kérpers gelten:

Ipil = [M(p:)|

Diese Beziehung wird im folgenden ausgenutzt. Nehmen wir zunichst an, daf§ die Abbil-
dung M nicht linear sei. Sei e die Abweichung von einer linearen Abbildung, so erhalten
wir:

e = M(p:+p;) - (M(p:) + M(p;j))
= lel* = |M(pi+p;)I*+|M(pi) + M(p;)I?
- 2M(p; + p;)T(M(pi) + M(p;))
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= |pi +p;1* + [M(p)|* + | M(p;)I* + 2M(pi)" M(p;)
—2M(pi + p;)T (M(p:) + M(p;))

Ip:I* + Ipjl* + 2p7 p; + |pil® + |ps|* + 2P ps
—2(pi + pj)Tpi — 2(pi + p;)P;

2|pil® + 2Ip;I* + 4pT p; — 2Ipil® - 2lp;I® — 4p]p;
=0

Il

Aus der Eigenschaft der Norm
[v|>0 und Vv: |[v|=0&v=0

folgt:
M(p; + p;) = M(p:) + M(pj)

Damit ist gezeigt, dafl ein fixierter Punkt bei der Bewegung eines starren Kérpers eine
hinreichende Bedingung fiir eine lineare Abbildung darstellt. Umgekehrt bleibt bei jeder
starren Bewegung, die durch eine lineare Abbildung beschrieben werden kann, ein Punkt
fixiert, da der Nullvektor durch eine lineare Abbildung stets auf sich selbst abgebildet
wird. Dieser stellt in dem Koordinatensystem, in dem die Bewegung beschrieben wird,
den fixierten Punkt dar. Damit ist das Theorem 4.1 bewiesen. Der fixierte Punkt bei der
Bewegung eines starren Korpers ist sowohl notwendige als auch hinreichende Bedingung
fiir eine lineare Abbildung. Eine lineare Abbildung M 148t sich in der Mathematik durch
eine Matrix M reprisentieren.

Eine lineare Abbildung M, bei der der Betrag und damit auch das Skalarprodukt
zwischen Vektoren (siehe Gleichung4.1) erhalten bleibt, nennt man Isometrie. In unserem
Fall 148t sie sich, beziiglich einer vorgegebenen Basis B, durch eine 3 x 3 Matrix darstellen.
Handelt es sich bei der linearen Abbildung um eine Isometrie, so ist die zugehorige Matrix
M orthogonal, daf heif3t:

M—~1 = MT

Beweis: py, pi+1 seien die Koordinatenvektoren des Punktes p zu den Zeitpunkten ¢ und
t + 1, dann gilt:

pPi+1 = Mpy
= PtT+1Pt+1 = (Mp;)T(Mp;)
= PtTMTMPt
= P?Pt (Ipt+1l = Ipel)
= MM = 1
=i MT = M™!

*Im folgenden benutze ich synonym fiir eine lineare Abbildung und deren darstellende Matrix dieselbe
Bezeichnung M
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Die Matrix I stelle die Einheitsmatrix dar. Die Spaltenvektoren der Matrix M bilden ein
Orthonormalsystem®, da MTM = I. Die Orthogonalitit von M 148t sich auch anhand
der kanonischen Basisvektoren (1,0,0)7, (0,1,0)7 und (0,0,1)7 verdeutlichen. Da diese
Vektoren normalisiert und orthogonal (=orthonormal) sind, miissen diese Eigenschaften
auch fiir ihre Bilder gelten, damit der Betrag der Vektoren und der Winkel zwischen
ihnen erhalten bleibt. Da die Bilder aber genau die Spaltenvektoren der Matrix M sind,
miissen diese folglich ein Orthonormalsystem bilden, so daB M orthogonal ist.

Die Orthogonalitit von M ist jedoch noch keine hinreichende Bedingung fiir eine
starre Bewegung, da die Eigenschaften der Isometrie auch fiir Spiegelungen gelten. Be-
trachten wir die kanonischen Basisvektoren, so gilt die Beziehung;:

1 0 0
0 | x 1 =1 0
0 0 1

Vektoren mit dieser Eigenschaft bilden ein Rechtshandsystem. Die Bilder der kanonischen
Basisvektoren (mj, ms, m3) miissen genau eine der folgenden Bedingungen erfiillen, wenn
die Matrix M orthogonal ist:

m; X mp = ma oder m; X mg = —mgjy

Gilt die erste Gleichung, so bilden auch die Bilder der kanonischen Basisvektoren und
damit die Spaltenvektoren der Matrix M ein Rechtshandsystem. Damit beschreibt M
eine mogliche starre Bewegung. Im zweiten Fall beschreiben die Spaltenvektoren ein
Linkshandsystem, so dafi die Abbildung geometrisch eine Spiegelung verursacht. Die
Unterscheidung zwischen Spiegelung und Nichtspiegelung liBt sich auch noch anders
ausdriicken. Dazu zunichst folgender Satz:

Satz 4.1 Die Determinante det(M) einer orthogonalen Matriz M ist entweder +1 oder
-1.

Besitzt die Determinante den Wert —1, so beschreibt die Matrix M eine Spiegelung.
Andernfalls beschreibt sie eine starre Bewegung (Rotation). Eine orthogonale Matrix mit
einer Determinanten von +1 wird in der Mathematik als eigentlich orthogonal, andernfalls
als uneigentlich orthogonal bezeichnet.

Als nachstes werden wir die Eigenwerte und Eigenvektoren von orthogonalen Matrizen
niher betrachten. Sie fiihren uns auf den Begriff der Rotationsachse. Die Eigenwerte von
quadratischen Matrizen kénnen sowohl reel als auch komplex sein.

Satz 4.2 Die FEigenwerte einer orthogonalen Matriz liegen auf dem FEinheitskreis der
komplezen Ebene.

®Leider bezeichnet man in der Mathematik die zugehdrige Matrix nur als orthogonal, obwohl die
Spaltenvektoren sogar orthonormal sind!
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Beweis: Sei M eine orthogonale n x n Matrix, A ein Eigenwert mit dem zugehétrigen
Eigenvektor e.
Me = de (4.2)

Das Transponieren und Konjugieren beider Seiten liefert:
eM7T = \ve* (4.3)
Multipliziert man die entsprechenden Seiten der Gleichungen 4.2 und 4.3 so erhilt man:
e*MTMe = A*)e*e
Da die Matrix M nach Voraussetzung orthogonal ist, bekommen wir:

e'e = |X|%e*e
= A2 o 1
q. e. d.

Der Betrag der Eigenwerte, seien sie nun reel oder komplex, ist somit gleich 1. Man
kann zeigen, daB eine orthogonale n x n Matrix genau einen reelen Eigenwert besitzt,
vorausgesetzt n ist ungerade. Dieser muf nach dem obigen Satz gleich +1 oder -1
sein. Ist die Matrix eigentlich orthogonal, so ist der reele Eigenwert gleich +1, ist sie
uneigentlich orthogonal, so ist —1 ihr reeler Eigenwert. Fiir eine eigentlich orthogonale
Matrix M erhalten wir:

Me = +le
= Mae = ae

Damit bleiben alle Punkte lings des Vektors e bei der durch M beschriebenen Bewegung
fixiert.

Theorem 4.2 (Theorem von Euler) Unterliegt ein starrer norper einer Bewegung,
bei der ein Punkt fiziert bleibt, so eristiert eine Gerade durch diesen Punkt, so daf alle
Punkte lings dieser Geraden ihre Lage im Raum nicht dndern. Die Gerade bezeichnet
man als Rotationsachse, wobei der Rotationswinkel auf einer Ebene senkrecht zu dieser
Achse gemessen wird.

Eine Rotationsmatrix 148t sich damit eindeutig durch Rotationsachse und Rotations-
winkel beschreiben. Diese Gréfilen bezeichnet man daher auch als Invarianten einer
Rotationsmatrix.® Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden wir die Rotationsbewegung
eines starrer Kérpers entweder durch eine Rotationsmatrix oder durch die dazu dquiva-
lente Darstellungsform von Rotationsachse und -winkel reprisentieren. Aus diesem Grund

$Die Orientierung einer Geraden im Raum liBt sich durch zwei Gréflen darstellen. Damit geniigen
insgesamt drei Groflen zur Darstellung einer Rotation.
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betrachten wir nun das Problem, wie sich diese beiden unterschiedlichen Reprisentati-
onsformen einer Rotationsbewegung ineinander iiberfiihren lassen. Wie lassen sich Ro-
tationsachse und Rotationswinkel aus einer gegebenen Rotationsmatrix bestimmen und
umgekehrt, wie ergibt sich die Rotationsmatrix, falls Rotationsachse und Rotationswinkel
bekannt sind?

Zur Bestimmung der Rotationsachse aus einer eigentlich orthogonalen Matrix M er-
innern wir uns, daff der zum Eigenwert +1 gehérige Eigenvektor e in Richtung der Ro-
tationsachse weist:

Me = +le
:-(M—I)e = 0

Die Matrix I sei wieder die Einheitsmatrix. Die nichttrivialen Lésungen dieses linearen
Gleichungssystems ergeben die Rotationsachse. Um den Winkel zu bestimmen, fiithren
wir zunachst die kanonische Form einer Rotationsmatrix ein. Fiir jede Rotationsmatrix
M beziiglich einer Basis B 148t sich eine neue orthonormale Basis B’ = [b], b}, b}] be-
stimmen, so dal die Rotationsachse parallel zu — sagen wir — b} ist. Dieses wird durch
folgende Ahnlichkeitstransformation ausgedriickt:

Mg = Az!MpAp = AL MpAg (4.4)

M beschreibt die Rotation beziiglich der Ausgangsbasis B = [by, by, bz}, Mg beschreibt
die Rotation beziiglich der Basis B’ = [b}, b}, b4]. Ap: ist eine orthogonale Transforma-
tionsmatrix, welche die Komponenten eines Vektors beziiglich der Basis B transformiert
in die Komponenten beziiglich der Basis B’. Damit besitzt die Matrix Mg die folgende

Gestalt:
cos(f) —sin(@) 0
Mg = | sin(6)  cos(6) 0
0 0 1

Mp: bezeichnen wir als eine kanonische Form von Mp. Folgende Rezichuing 148t sich
leicht entnehmen:

Spur(Mp) = 2cos(d)+ 1
= 60 = arccos (%(Spur(Mgf) - 1))

Da die Spur einer Matrix invariant ist gegeniiber Ahnlichkeitstransformationen, gilt diese
Beziehung auch fiir die Matrix Mg. Wir haben damit eine einfache Moglichkeit zur
Bestimmung des Rotationswinkels gefunden. Das Vorzeichen des Winkels 148t sich jedoch
nicht aus dieser Gleichung entnehmen. Das folgende Theorem gibt uns eine Maglichkeit,
dieses zu berechnen.

Theorem 4.3 Gegeben sei die Rotationsbewegung eines starren Kérpers um eine Achse,
die durch den Ursprung des Koordinatensystems verlduft. Sei e der Einheitsvektor in
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€R

Abbildung 4.1: Darstellung der Rotationsachse er in Eulerwinkeln; ¢ und @ bestimmen
die Orientierung; es wird um den Winkel a rotiert.

Richtung der Rotationsachse, 6 der Rotationswinkel. Ferner seien p und p’ die Ortsvek-
toren eines Punktes vor und nach der Bewegung des starren Kérpers, die nicht auf der
Rotationsachse liegen (p # p’). Dann gilt:

sgn((p x p')7e) = sgn(6).

Bei einer Rechts-/Linksdrehung um den Vektor e ergibt sich damit ein positives/negatives
Vorzeichen.

Im folgenden wird das umgekehrte Problem betrachtet, bei dem die Rotationsmatrix
beziiglich der Basis B aus Rotationsachse und Rotationswinker pestimmt wird. Auch hier
erweist sich die kanonische Form einer Rotationsmatrix als hilfreich. Legen wir unser
Koordinatensystem so, daB die z-Achse mit der Rotationsachse zusammenfillt, so 148t
sich die Rotationsmatrix entsprechend der obigen kanonischen Form sofort angeben. Ge-
sucht ist somit eine Ahnlichkeitstransformation, durch die die Rotation beziiglich einer
neuen Basis B’ = (b{,b},e) beschrieben werden kann. Dabei sei e der Einheitsvektor
der Rotationsachse. Die Basisvektoren b} und b} sind so zu wihlen, daff B’ ein Ortho-
normalsystem bildet. Die Rotationsmatrix Mg erhilt man aus Gleichung 4.4. Wenn die
Rotationsachse und der Rotationswinkel in Form von Eulerwinkeln (¢, 8, @) (wie in Ab-
bildung 4.1 gezeigt) gegeben sind, so ergibt sich Ap durch eine Rotation um den Winkel
o um die z-Achse, gefolgt von einer Rotation um den Winkel § um die neue y-Achse.
Dadurch weist die neue z-Achse in Richtung der Rotationsachse. Zur Ausfiihrung der
eigentlichen Rotation wird nun um den Winkel & um die neue z-Achse rotiert. Danach
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werden die durch die Matrix Ap: erfolgten Rotationen wieder riickgingig gemacht. Die
Matrizen Ap und Mg, haben somit die folgende Gestalt:

cos(f) 0 —sin(6) cos(p) sin(y) 0
Ap = 0 1 0 —sin(p) cos(p) 0
sin(f) 0  cos(#) 0 0 1
cos(a) —sin(a) 0
Mg = sin(a)  cos(a) 0
0 0 1

4.2.2 Allgemeine Bewegung im Raum

Bislang haben wir nur Rotationsbewegungen von starren Kérpern betrachtet. Diese Be-
wegungen lassen sich mathematisch durch lineare Abbildungen beschreiben. Um jede
beliebige Bewegung eines starren Kérpers mathematisch ausdriicken zu kénnen, miissen
wir noch einen zusitzlichen Translationsanteil in die Bewegungsgleichung hinzufiigen.
Eine allgemeine raumliche Bewegung eines starren Kérpers 1a8t sich nun durch folgende
Transformation beschreiben:

pf = Rp+t
Pr T T2 T13 Pz 2
= | P = T21 T22 T3 Py |+ | ty
7, T31 T32 T33 P2 t,

p und p’ stellen einen Punkt des starren Kérpers zu zwei aufeinanderfolgenden Zeit-
punkten dar. Wie wir bereits gesehen haben, ist die Matrix R eine eigentlich orthogonale
Matrix, die die Rotation des starren Kérpers um eine Achse durch den Ursprung be-
schreibt. Der Vektor t gibt die zusitzliche geradlinige Verschiebung (Translation) des
starren Korpers an.

Der Translationsanteil in der Bewegung bewirkt, da kein Punkt bei der Bewegung
des starren Korpers fixiert bleibt. Dadurch 148t sich nach Theorem 4.1 eine allgemeine
Bewegung im Raum nicht mehr durch eine lineare Abbildung darstellen. Diesen Nachteil
konnen wie umgehen, indem wir homogene Koordinaten verwenden (siehe [Ballard +
Brown 82] oder auch [Duda + Hart 73]).

Ein Vektor im R? wird in homogenen Koordinaten (vierdimensionaler Raum) durch
eine Gerade dargestellt, die durch den Ursprung geht. Fiir p schreiben wir jetzt:

WPy

Pz wp

py | — % w#0
wp:

b il

Die ersten drei Komponenten dividiert durch die vierte Komponente des Vektors ergeben
die Koordinaten des Punktes p im R®. Eine allgemeine Bewegung lifit sich nun in
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homogenen Koordinaten durch die folgende lineare Abbildung darstellen:

p’ = TRp (4.5)
[ P\ (100 ¢ T Tiz Tz 0 Pz
= P%; |01 0 ¢ ra1 Taz T2z 0 Py
P: 001 ¢ ra1 Taz Taz 0 P2
\ 1 J \0 0 0 1 0 0 0 1 1
[ P [(T1 T2 T3 o Pz
= P:y _ Tl T2 T2z Uy Py | _ Mp
8 T31 T3z Taz i P:
1) \ 0 0 0 1 1

Die Matrix M beinhaltet sowohl die Rotations- als auch die Translationsparameter der
Bewegung. Derartige Matrizen werden wir im folgenden als Bewegungsmatrizen bezeich-
nen.

Anmerkung zu homogenen Koordinaten: Wie bei jeder linearen Abbildung bleibt auch
bei dieser der Nullvektor v = (0,0,0,0)7 durch die Abbildung erhalten. Dieser Punkt
besitzt allerdings kein Pendant im R3, da der Skalierungsfaktor w nicht Null werden darf.
Damit haben wir uns von dem Problem des fixierten Punktes befreit.

In diesem Abschnitt haben wir kennengelernt, wie sich die Bewegung starrer Kérper
mathematisch beschreiben lifit. Wir miissen uns nun fragen, wie wir diese Bewegungs-
parameter ermitteln kénnen. Bekannt sind uns die 3D-Koordinaten von Punkten des
starren Korpers zu den diskreten Aufnahmezeitpunkten. Fiir zwei aufeinanderfolgende
Zeitpunkte werden wir die Bewegungsparameter so bestimmen, dafl die zeitlich korrespon-
dierenden 3D-Punkte zu den beiden Aufnahmezeitpunkten ineinander iiberfiihrt werden.
Wir wissen nicht, ob diese ermittelte Bewegung mit der tatsidchlichen Bewegung des
starren Kérper iibereinstimmt, da wir nicht feststellen kénnen, auf welchem Weg sich der
Korper zwischen den beiden Zeitpunkten bewegt hat. Die Zeitintervalle miissen also klein
genug sein, damit die ermittelten Bewegungsparameter alle wesentlichen Bewegungscha-
rakteristiken des starren Kérpers erfassen. Auf der anderen Seite diirfen die Zeitpunkte
nicht zu dicht gewihlt werden, da sonst die Strecken, die von den Punkten in den betref-
fenden Zeitintervallen zuriickgelegt werden, und die Rekonstruktionsfehler in derselben
Gréflenordnung liegen.

4.3 Beschreibung von allgemeiner Bewegung im Raum

Im weiteren gehen wir davon aus, dafl Szenenpunkte zu verschiedenen Bildaufnahmezeit-
punkten aus korrespondierenden Bildpunkten rekonstruiert wurden. Diese Szenenpunkte
werden wir nun zunichst zu starren Kérpern gruppieren. In Abschnitt 4.1 hatten wir
ein Verfahren dazu angegeben. Fiir jeden so erhaltenen starren Korper versuchen wir die
Bewegung in jedem Zeitintervall durch Rotation und Translation zu beschreiben. Dazu
stehen uns die 3D-Koordinaten der rekonstruierten Szenenpunkte zu jeweils zwei auf-
einanderfolgenden Zeitpunkten zur Verfiigung. Die Bewegungsparameter sind nun so zu
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bestimmen, dal die Szenenpunkte zum ersten Zeitpunkt in die entsprechenden Szenen-
punkte zum zweiten Zeitpunkt iiberfiihrt werden.

In [Martin + Aggarwal 88, Kapitel 10] werden von Blostein + Huang verschiedene
Verfahren vorgestellt, mit denen sich die Bewegungsparameter von starren Kérpern, basie-
rend auf 3D-Punktkorrespondenzen, ermitteln lassen. Blostein und Huang unterscheiden
die Verfahren grob nach linearen und nichtlinearen. Sie versuchen die einzelnen Verfahren
zu bewerten, indem sie deren Fehleranfilligkeit bei verrauschten Eingangsdaten messen.
Wir werden nicht im einzelnen auf die von ihnen erzielten Ergebnisse eingehen, sondern
nur die wesentlichen SchluBfolgerungen wiedergeben.

Blostein und Huang stellen fest, daB die linearen Verfahren sich zwar im allgemeinen
durch einen groBeren Berechnungsaufwand auszeichnen, ihre numerische Stabilitit dafiir
allerdings, im Gegensatz zu den nichtlinearen Verfahren, unabhingig von der Bewegung
ist. Weiterhin ergibt sich aus ihren Untersuchungen, daB die Fehleranfilligkeit abnimmt,
je mehr 3D-Korrespondenzen bei der Berechnung beriicksichtigt werden. Es sind also
bessere Ergebnisse zu erwarten, wenn man das Problem geniigend iiberbestimmt. Wir
werden aus diesen Griinden ein lineares Verfahren verwenden und die Uberbestimmung
durch ein “least-square-fit”-Verfahren erméglichen.

Es stellt sich nun zunichst die Frage, durch wieviele Punkte die Lage eines starren
Kérpers im Raum eindeutig festgelegt wird.

Theorem 4.4 Drei nicht kollineare Punkte auf einem starren Kérper sind notwendig und
hinreichend, um seine Position und Orientierung im dreidimensionalen Raum eindeutig
bestimmen zu kénnen.

Drei verschiedene, nicht kollineare Punkte bestimmen eine Ebene. Diese Ebene legt die
Position und Orientierung des gesamten starren Kérpers fest. Die Anzahl der notwendigen
Punkte stellt eine untere Schranke fiir die benétigten zeitlichen Korrespondenzen dar.

Im folgenden wird beschrieben, wie die gewiinschten Bewegungsparameter bestimmt
werden kénnen.

4.3.1 Linearer Ansatz

Kennen wir die raumlichen Koordinaten von vier Punkten eines starren Kérpers zu jeweils
zwei aufeinanderfolgenden Zeitpunkten, so ergeben sich aus Gleichung 4.5 vier lineare
Gleichungssysteme, aus denen die 12 unbekannten Parameter ryy, r19, ™13, 721, 722, T23,
r31, Tag, T33, iz, {y und ¢, bestimmt werden koénnen:

p'l.r p’2:r: p.’?;a: pfl:r: ™1 T2 T3 1z Piz P2xr P3r Piax
piy p’2y p’.'iy p’4y — Ta1 T22 T23 t'y Piy P2y P3y P4y (4 6)
piz p’22 p;iz pgz rs1 T3z T3z I Pi1z P2z P3:z P4z '

1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1

= P = TRP
=PFPt = TR
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Damit dieses lineare Gleichungssystem lésbar ist, mufl die Matrix P invertierbar sein.
Daraus folgt, daB die Punkte nicht koplanar sein diirfen. Obwohl mathematisch eine
Bewegung bereits durch drei nicht kollineare Punkte eindeutig festgelegt ist, bendtigt
man zur eindeutigen Losung von Gleichung 4.6 genau vier nicht koplanare Punkte. Der
Grund hierfiir liegt darin, daB die Abhingigkeiten der neun Rotationsparameter (siehe
Abschnitt 4.2) nicht in der Gleichung zum Ausdruck kommen. Damit enthilt die Glei-
chung 4.6 zusitzliche Freiheitsgrade, durch die auch nichtstarre Bewegungen beschrie-
ben werden kénnen. Diese nichtstarren Bewegungen lassen sich durch Scherungen und
Skalierungen” charakterisieren. Es muB daher vorher oder hinterher gepriift werden, ob
die Punkte sich starr verhalten haben. Zum einen l:#8t sich dies an sich d&ndernden Punkt-
abstinden ablesen (sieche Abschnitt 4.1), zum anderen muf die Rotationsmatrix eigentlich
orthogonal sein (siehe Abschnitt 4.2).

Da man im allgemeinen mit fehlerbehafteten Daten rechnen muf, ist es sinnvoll,
moglichst viele Punkte zur Bewegungsberechnung heranzuziehen. Fiir n Punkte sieht
das zu losende Gleichungssystem dann wie folgt aus:

pflz p’21’; e P;w Tir Ti12 Ti3 tr Pz P2z - D
P'w P’zy F 'P:w = Tol T22 T23 Uy Py P2y *'° Pny (4 7)
p"lz péz ek P:—u rs1 T3z 733 tz Piz P2z ' Pnz
L T == 1 0 0 0 1 1 4 e 1
=P = TRP
=P = MP (4.8)

Fiir n > 3 ist die Matrix P nicht mehr invertierbar, da sie nicht mehr quadratisch ist. Das
Gleichungssystem ist damit iiberbestimmt, wodurch eine eindeutige Losung nicht mehr
zu existieren braucht. Stattdessen sucht man diejenigen Transformationsparameter, die
die Bewegung der gegebenen Punkte am besten wiedergeben. Eine iibliche Methode ist,
die Summe der quadratischen Fehlerabweichungen zu minimieren.?

Fehler:
e p; — Mp;
oder E = P -MP

Summe der Fehlerquadrate:

> (pi — Mp;i)®
=0

n

2
Zee

1=0

5°(p! — Mpo)T(p{ - Mpy)

"Die bereits erwihnte Spiegelung ist ein Spezialfall einer Skalierung.

8Der hier verwendete Ansatz, bei dem die Summe der quadratischen Fehler minimiert wird, ist bis auf
die fehlenden Gewichtsfaktoren identisch mit dem Ansatz, den wir zur Approximation einer Punkttrajek-
torie auf Seite 22 verwendet haben.
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= Spur(ETE)
Spur((P’ - MP)T(P' - MP))
= Spur(P7P' - PTMP — (MP)TP' + (MP)"MP)
= Spur(P7P' - PTMP — (P"MP)” + PTMTMP) — Minimum

Ableitung nach M :

T
——dSp“JI(\f E) — _oppT 4 oPTMI)TPT = 0
- PPT = MPP7
= M = PPHppTj-1

Die verwendeten Ableitungsregeln fiir Matrizen stammen wiederum aus [Horn 86, S. 458]
und finden sich auch im Anhang dieser Arbeit. Die Matrix PT(PPT)~! nennt man
Pseudoinverse der Matrix P.

Wie wir bereits erwihnten, kann die Matrix M = TR auch nichtstarre Bewegungen
beschreiben. Damit stellt die Summe der Fehlerquadrate, fiir sich allein genommen, kein
eindeutiges Mafl fiir die Starrheit der Bewegung dar. Zusitzlich ist die Orthogonalitit
der Matrix R zu beriicksichtigen.

Mit dem hier vorgestellten Verfahren 138t sich die Bewegung eines starren Kérpers zwi-
schen zwei aufeinanderfolgenden Zeitpunkten ermitteln. Wir erhalten somit fiir jedes
Zeitintervall Rotations- und Translationsparameter. Im nichsten Kapitel werden wir ver-
suchen, die Bewegung von starren Kérpern iiber einen lingeren Zeitraum zu beschreiben.
Dazu miissen wir die Bewegungsparameter, die wir fiir die einzelnen Zeitintervalle erhal-
ten haben, geeignet zusammenfassen. Dabei werden wir fiir jeden starren Kérper eine
sogenannte physikalische Rotationsachse bestimmen. Weiterhin werden wir Kopplungen
zwischen starren Kérpern erkennen und beschreiben. Wir erhalten also einen gréfieren
Einblick in die Bewegungen der starren Kérper und in die Kopplungen die zwischen ihnen
existieren koénnen. Dieses wird es uns erméglichen, die Bewegung jedes Kérpers besser
vorherzusagen.



Kapitel 5

Bewegungsbeschreibung von
zusammengesetzten Objekten

Mit den im vorigen Kapitel vorgestellten Verfahren kénnen wir die Bewegung eines starren
Kérpers zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zeitpunkten durch Rotation und Translation
beschreiben. Dabei wird die Orientierung der Rotationsachse sowie der Rotationswin-
kel durch die Bewegung eindeutig festgelegt.! Bestimmt man die Bewegungsparameter
beziiglich eines anderen Koordinatensystems, so bleibt die rdumliche Orientierung der Ro-
tationsachse erhalten. Der Rotationswinkel ist ebenfalls konstant. Fallen die Urspriinge
der beiden Koordinatensysteme nicht zusammen, so hat sich die Lage der Rotationsachse
im Raum verindert.? Daraus resultiert eine unterschiedliche Translationsbewegung in den
beiden Koordinatensystemen. Veranschaulicht wird diese Abhingigkeit in Abbildung 5.1.
Die Bewegung des Quaders kann in der XY-Ebene beschrieben werden. Es wird zunichst
um eine Rotationsachse rotiert, die senkrecht aus der Bildebene heraustritt. Der Rotati-
onswinkel betrigt 90°. Nach der Rotation wird der Quader in der XY-Ebene verschoben.
Dabei hingt der Translationsvektor von der Lage des Koordinatensystemursprungs ab,
um den rotiert wurde.

Die hier auf eine Ebene beschrinkte Betrachtung liafit sich schuell auf den dreidi-
mensionalen Fall verallgemeinern, indem wir das Koordinatensystem durch eine z-Achse
erweitern. In unserem Beispiel verliuft die Rotationsachse dann parallel zur z-Achse.
Fiir die Wahl des Koordinatensystemursprungs erhalten wir nun mit der hinzugekom-
menen z-Achse einen zusitzlichen Freiheitsgrad. Die Wahl des Ursprungs in Richtung
der z-Achse, und damit in Richtung der Rotationsachse, verindert allerdings nicht die
riumliche Lage der Achse und damit auch nicht die erforderliche Translation. Als weitere
Folgerung ergibt sich, dafl lediglich der Translationsanteil senkrecht zur Rotationsachse
von der Wahl des Koordinatensystems betroffen ist. Der erforderliche Translationsanteil
in Richtung der Rotationsachse wird nicht von der Rotation beeinfluBt und ist daher

!Diese Grofien hingen nur von der raumlichen Orientierung des Objektes vor und nach der Bewegung
ab. Wir hatten sie bereits in Abschnitt 4.2.1 als Invarianten einer Rotationsmatrix kennengelernt.
2Erinnern wir uns, daf stets um den Ursprung des Koordinatensystems rotiert wird.
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Abbildung 5.1: Bewegung eines Quaders beziiglich zweier verschiedener Koordinaten-

systeme
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ebenfalls eine Invariante der Bewegung.

Wir kénnen damit unsere Betrachtungen auf eine Ebene senkrecht zur Rotations-
achse beschrinken. Damit verbleiben zwei Freiheitsgrade? fiir die Wahl eines geeigneten
Koordinatensystems, um die rdumliche Lage der Rotationsachse festzulegen.

Die Zerlegung der Bewegung in Rotation und Translation findet sich auch in der Phy-
sik wieder. Die Rotationsbewegung eines starren Kérpers wird durch den Drehimpuls
und die Translationsbewegung durch den Impuls beschrieben. Beide Gréflen sind soge-
nannte Erhaltungsgroen, d. h. sie bleiben konstant, solange von auflen keine verindernde
Wirkung eintritt. Mdogliche Wirkungen wiren ein Drehmoment, welches die Winkelge-
schwindigkeit und damit den Rotationszustand des Kérpers dndert, bzw. eine Kraft, die
die Geschwindigkeit und damit den Translationszustand des Koérpers beeinflut. Um

Bewegung Ursache Wirkung Erhaltungsgrofie
Rotation Drehmoment | Winkelbeschleunigung | Drehimpuls
Translation | Kraft Beschleunigung Impuls

den ermittelten Bewegungsparametern physikalische Bedeutung beimessen zu kénnen,
miissen wir uns fragen, in welchem Koordinatensystem die physikalischen Ursachen der
Bewegung am leichtesten erkennbar sind. Anders ausgedriickt stellt sich die Frage, durch
welche Rotationsachsenlage wir die Bewegung am einfachsten erfassen kénnen. Da wir
nicht wissen, wie sich das Objekt zwischen den Zeitpunkten verhalten hat, sind wir bei
nur zwei Zeitpunkten nicht in der Lage, aus den méglichen Beschreibungen, die physi-
kalisch sinnvollste zu wihlen. Mehr Aufschlufl iiber die wahre (physikalische) Bewegung
kénnen wir uns erst aus dem zeitlichen Kontext verschaffen.

Damit wir die ermittelten Rotations- und Translationsparameter physikalisch inter-
pretieren kénnen, fordern wir, dal die zu bestimmende Rotationsachse korperfest ist.
Ermitteln wir die Bewegung eines Objektes in aufeinanderfolgenden Zeitintervallen in
einem beliebigen Koordinatensystem, so verlaufen die sich ergebenden Rotationsachsen
alle durch dessen Ursprung. Durch diese Einschrinkung miissen die Rotationsachsen
nicht kérperfest zum beschriebenen Objekt sein. Dies ist renav dann der Fall, wenn
die Bewegungsbestimmung einen von null verschiedenen Translationsanteil senkrecht zur
Rotationsachse ergeben hat. Beschreiben wir die Rotation des Objektes um derartige
nicht kérperfeste Achsen, so ergeben sich Translationsparameter, die nicht geeignet sind,
korrekte Aussagen iiber physikalische Gréen wie Geschwindigkeit und Beschleunigung
des Objektes zu machen. Damit wir die Bewegungsparameter physikalisch interpretieren
kénnen, suchen wir also zunichst eine zum jeweiligen Objekt kérperfeste Rotationsachse.
Es geniigt, die Lage der Rotationsachse im Raum zu Beginn der Bewegungsmessung fest-
zulegen. Daraus ergeben sich fiir uns zwei verbleibende Freiheitsgrade. Die sich ergebende
Translationsbewegung beschreibt dann die raumliche Bewegung der Rotationsachse.

Um die Bewegung iiber einen lingeren Zeitraum beschreiben zu kénnen, bestimmen wir
zunichst die Bewegungsparameter (Rotation und Translation) in dem gegebenen Koordi-

3In unserem Fall der Durclstofipunkt der Rotationsachse in der XY-Ebene.
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natensystem fiir alle Zeitintervalle (tx,%x4+1) k = 0,...,n — 1. Aus den Rotationsmatrizen
lassen sich, wie in Abschnitt 4.2.1 gezeigt wurde, die Orientierungen der Rotationsachsen
bestimmen.

Weisen die Rotationsachsen alle in dieselbe Richtung, so erscheint es physikalisch
sinnvoll, die Lage der Rotationsachse so zu legen, daBl eine “einfache” Translationsbe-
wegung resultiert. Eine einfache Bewegung gibt die physikalischen Ursachen am besten
wieder. Ein bekanntes Beispiel aus der Geschichte der Physik ist die Beschreibung un-
seres Sonnensystems. Vor Nikolaus Kopernikus wurde die Erde als Zentrum der Welt
betrachtet und damit versucht, die Bewegung der iibrigen Planeten relativ zu ihr zu
beschreiben. Es ergaben sich komplizierte Planetenbahnen, die nur durch komplizierte
Gleichungen ausgedriickt werden konnten. Erst die Idee, die Sonne als Zentrum der Pla-
netenbahnen anzusehen und damit der Erde eine Bewegung um die Sonne zuzuschreiben,
ergab einfache Verhiltnisse, aus denen sich die Bewegungsursachen (Gravitationswech-
selwirkung) leichter entnehmen lieen. Dies Beispiel sei als Motivation fiir die Annahme
einer “einfachen” Translationsbewegung gedacht. Fiir den Begriff “einfach” 148t sich hier
keine exakte Definition geben. Als Beispiele fiir “einfache” Translationsbewegungen las-
sen sich z. B. geradlinige Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit oder mit konstanter
Beschleunigung anfiihren.

Wie wir oben bereits ausgefiihrt haben, stehen uns fiir die Wahl einer kérperfesten
Rotationsachse zwei Freiheitsgrade zur Verfiigung. Diese werden wir in Abschnitt 5.1.2
nutzen, um eine “einfache” Translationsbewegung zu erhalten. Die resultierende Rotati-
onsachse ist dann eher geeignet, als physikalische Rotationsachse des Objektes interpre-
tiert zu werden. Unter der physikalischen Rotationsachse eines Objektes verstehen wir
eine korperfeste Rotationsachse, die die physikalischen Bewegungsgréfien des Objektes
wie Geschwindigkeit und Beschleunigung (Translationsgréfien) am besten wiedergibt.

Die Abbildungen 5.2 und 5.3 verdeutlichen die Wahl einer geeigneten Rotationsach-
senlage. Der abgebildete Quader (Aufsicht) rotiert mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
um eine zur Bildebene senkrechten Achse und bewegt sich mit konstanter Geschwindig-
keit (5.2) bzw. mit konstanter Beschleunigung (5.3). Als Beispiel fiir eine kérperfeste
Rotationsachsenlage sind in beiden Bildern jeweils zwei Punkte des Objektes mit den
Symbolen * und O markiert. In beiden Fillen erscheint die Wahl des Punktes * fiir die
Lage der Rotationsachse geeigneter, da sich eine einfachere, weil geradlinige Bewegung
der Rotationsachse bzw. des Objektes ergibt.

Besitzen die ermittelten Rotationsachsen hingegen alle unterschiedliche Orientierun-
gen, so ist dies ein Indiz dafiir, daB der betroffene starre Kérper K, mehreren gleichzeiti-
gen Rotationen unterliegt. Der Kérper K rotiert damit relativ zu einem Koérper K, der
seinerseits eine Rotationshewegung ausfiihrt. Wir wollen K, als den zu K iibergeord-
neten Korper oder auch als Objektvater bezeichnen. Abbildung 5.4 zeigt ein derartiges
Objekt, mit dem auch die Bildfolge aus Abbildung 3.2 erzeugt wurde. Die dicken schwar-
zen Pfeile markieren die Rotationsachsen der Teile. Teil 1 ist dem Teil 2 iibergeordnet,
da Teil 2 um eine konstante Rotationsachse relativ zu Teil 1 rotiert und Teil 1 ebenfalls
eine Rotation um eine konstante Rotationsachse ausfiihrt. Da die beiden Rotationsachsen
unterschiedliche Orientierungen im Raum haben, dndert sich die Orientierung der gemes-
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Abbildung 5.2: Beispiele fiir die Wahl einer kérperfesten Rotationsachsenlage; Objekt
bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit

Abbildung 5.3: Beispiele fiir die Wahl einer kérperfesten Rotationsachsenlage; Objekt
bewegt sich mit konstanter Beschleunigung
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Teil 3

Abbildung 5.4: Objekt, das aus starren bewegbaren Einzelteilen zusammengesetzt ist

senen Rotationsachse von Teil 2 von einem Zeitpunkt zum nichsten. In einem solchen
Fall ist es zundchst sinnvoll, die Bewegung von Teil 2 relativ zu Teil 1 zu beschreiben
(siehe Abschnitt 5.1.1). Wir erhalten damit eine Bewegungsbeschreibung, bei der die Ori-
entierung der Rotationsachse konstant bleibt. Fiir diese Achse 1a8t sich nun wieder die
Lage im Raum derart ermitteln, daB eine einfach Translationsbewegung resultiert (siehe
Abschnitt 5.1.2).

Die Idee zu dem hier kurz skizzierten Ansatz stammt von Asada + Tsuji 83. Wir
werden uns zunichst intensiver mit deren Ansatz beschiftigen und danach eine eigene
Vorgehensweise beschreiben, die auf dem Ansatz von Asada + Tsuji 83 aufbaut.

5.1 Der Ansatz von Asada und Tsuji

Asada + Tsuji 83, Asada + Tsuji 81 versuchen in ihrem Ansatz, die Bewegung von
zusammengesetzten Objekten zu beschreiben. Sie setzen voraus, dafl ihnen geniigend
viele rdumliche Objektpunkte zu unterschiedlichen Zeitpunkten zur Verfiigung stehen.?
Weiterhin kennen sie die starren Einzelteile der untersuchten Objekte. Ziel ihrer Unter-
suchungen ist es, eine einfache und natiirliche Bewegungsbeschreibung zu gewinnen. Was
sie darunter verstehen, lifit sich dem folgenden Zitat aus [Asada + Tsuji 83, Seite 118]

entnehmen:

“Thre Untersuchungen wurden an kiinstlich erzeugten Bildfolgen durchgefiihrt, vergleichbar mit der in
Abbildung 3.2 dargestellten. Dadurch waren die raumlichen Koordinaten der Objektpunkte vorgegeben.
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We consider that motion understanding is not to record numerical values of lo-
cations and orientations of objects but to interpret the changes in the three-
dimensional geometry in terms of a simple and natural representation of the
motion through the image sequence ...

A simple and natural representation of motion means that the number of terms
describing the motion is as small as possible and that the representation is capable
of giving us useful information such as prediction of positions of and relations
between objects in the near future.

Obwohl ein starres Teil, wie z. B. Teil 2 in Abbildung 5.4 mehreren gleichzeitigen Rotatio-
nen ausgesetzt sein kann, erhalten wir nur eine Rotationsachse und einen Rotationswinkel,
wenn wir die Bewegung des Teiles fiir ein Zeitintervall berechnen. Zur Unterscheidung
bezeichnen Asada und Tsuji die berechnete Rotation daher als scheinbar (apparent), da
sie die Uberlagerung von physikalischen Rotationen darstellt. Fiir das Verstindnis der
Bewegung ist eine Zerlegung der scheinbaren Rotation in die physikalischen Rotationen
wiinschenswert, da so die Verbindungen der Objektteile und damit die Abhingigkeiten
zwischen den Bewegungen dieser Objektteile sichtbar werden.

5.1.1 Zerlegung der Rotationsbewegung

Ob eine gemessene Rotation durch eine Uberlagerung von verschiedenen physikalischen
Rotationen zustande gekommen ist, wird erst deutlich, wenn man die Rotationsparameter
iiber einen lingeren Zeitraum zwischen jeweils aufeinanderfolgenden Zeitpunkten ermit-
telt. Andert sich die Orientierung der Rotationsachse, so lifit dies auf eine Uberlagerung
mehrerer Rotationen schlieBen. Andert sie sich nicht, so unterliegt das zugehérige Ob-
jektteil genau einer Rotation.® Ein derartiges Objektteil bezeichnen Asada und Tsuji als
Hauptkorper.

Asada und Tsuji schlagen unterschiedliche Methoden vor, um fiir ein starres Teil die
physikalischen Rotationsachsen aus den gemessenen scheinbaren Rotationen zu bestim-
men. Mit Hilfe dieser Methoden 148t sich der Aufbau bzw. die Struktur von Objekten
entnehmen, die aus gekoppelten starren Einzelteilen zusammengesetzt sind.

Heuristische Methode

1. Bestimme die scheinbaren Rotationsachsen aller in der Szene befindlichen starren
Objektteile.

2. Suche alle Teile, die um Achsen mit konstanter Orientierung rotieren und betrachte
sie als Kandidaten fiir den Hauptkérper einer gekoppelten Bewegung.

5Asada und Tsuji setzen voraus, dafi die physikalischen Rotationsachsen sich in ihrer Orien-
tierung unterscheiden. Eine Uberlagerung fiihrt damit automatisch zu einer Art Kreiselbewegung
(Prézessionsbewegung).
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3. Fiir jedes Objektteil mit sich dndernder scheinbarer Rotationsachse beschreibe die
Bewegung relativ zu einem bereits gefundenen Kandidaten. Bleibt bei dieser Be-
wegung die Orientierung der Rotationsachse zeitlich konstant, so lifit sich die Be-
wegung des Objektteiles interpretieren als Rotation um eine zum gewihlten Kan-
didaten feste Rotationsachse.

Damit ist der Kandidat als Hauptkérper einer gekoppelten Bewegung bestitigt.

Asada und Tsuji verwenden diese Methode, um einen oder mehrere Hauptkérper ausfindig
zu machen. Dabei betrachten sie nur Objekte, deren Teile um héchstens zwei physikalische
Rotationsachsen rotieren. Ein Objektteil ist damit entweder ein Hauptkorper oder aber
ein Teil, welches um eine konstante Rotationsachse relativ zum Hauptkorper rotiert. Die
Methode liefert die Zusammensetzung derartiger Objekte. Sie funktioniert jedoch nur
dann erfolgreich, wenn der zugehorige Hauptkérper auch wirklich detektiert wurde.

Asada und Tsuji schlagen daher eine weitere Methode vor, bei der diese Forderung
nicht gestellt zu werden braucht. Weiterhin beriicksichtigen sie mehr als zwei physikali-
sche Rotationsachsen.

Geometrisches Rotationsmodell

Asada + Tsuji 83 reprisentieren die Bewegung eines starren Kérpers vom Zeitpunkt ¢

zum Zeitpunkt t44q durch
P(tk+1) = Rp(t) +

wobei p(tx), p(tk+1) ein beliebiger Punkt p des starren Kérpers zum Zeitpunkt £y, tx4q
ist, R eine eigentlich orthogonale Rotationsmatrix ist und t den Translationsvektor dar-
stellt. Bei der Zerlegung der scheinbaren (gemessenen) Rotationen in physikalische Ro-
tationen braucht man die Translationsbewegung nicht zu beriicksichtigen, da sie keinen
EinfluB auf die Orientierung der Rotationsachsen hat.

Die Uberlagerung von physikalischen Rotationen 1ifit sich durch das Produkt der
entsprechenden Rotationsmatrizen beschreiben. Die resultierende Rotationsmatrix stellt
die gemessene scheinbare Rotation dar. Legen wir die Anzahl der physilzlischen Rota-
tionsachsen fest, so konnen wir fiir jede gemessene scheinbare Rotation ein derartiges
Gleichungssystem aufstellen. Ob sich aus diesen Gleichungssystemen die unbekannten
GroBen der physikalischen Rotationen bestimmen lassen, hingt davon ab, ob die Anzahl
der bekannten unabhingigen Gréflen mindestens so grof§ ist wie die Anzahl der gesuchten
Unbekannten. Asada und Tsuji stellen die bekannten und unbekannten GréBlen folgen-
dermaflen gegeniiber:

Eine Rotation kann durch drei GréBen beschrieben werden (sieche Abbildung 4.1 auf
Seite 46). Fiir n Zeitintervalle erhilt man n scheinbare Rotationen, mit insgesamt 3n
Groflen. Vorausgesetzt, der betrachtete starre Kérper unterliegt zwei physikalischen Ro-
tationen, so suchen wir 2(2 + n) Unbekannte. Dieses sind die Orientierungen der beiden
Rotationsachsen und die Rotationswinkel der beiden Achsen in den n Zeitrdumen. Damit
die Zahl der Unbekannten kleiner gleich der Zahl der bekannten Gréflen ist, benétigen wir
mindestens vier Zeitintervalle, um die beiden Achsen und Winkel bestimmen zu kénnen.
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Unterliegt der starre Kérper hingegen drei physikalischen Rotationen, so erhalten wir
3(2 + n) Unbekannte. Diese lassen sich nicht mehr den 3n gemessenen Gréflen in ein-
deutiger Weise entnehmen, da die Zahl der Unbekannten stets gréfler ist, als die Zahl
der bekannten Groflen. Unterliegt ein starrer Kérper also mehr als zwei physikalischen
Rotationen, so lassen sich diese nicht mehr eindeutig aus den gemessenen scheinbaren Ro-
tationen bestimmen. Asada + Tsuji 83 machen deshalb die zusitzliche Einschrinkung,
daf sich das Objekt mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit um die physikalischen
Rotationsachsen bewegt. Damit ist der Rotationswinkel um jede Achse pro Zeitintervall
konstant, und es verbleiben bei m physikalischen Rotationsachsen genau 3m Unbekannte.
Es geniigen damit m Zeitintervalle bzw. m + 1 Zeitpunkte, um die physikalischen Rota-
tionsachsen bestimmen zu kénnen.

Analyse auf der gauflschen Einheitskugel

Szenenobjekte, die aus realen Bildern rekonstruiert wurden, sind erfahrungsgemif feh-
lerbehaftet, so dafl Szenenpunkte im Raum falsch lokalisiert sind. Bestimmen wir aus
den Szenenpunkten die zugehorigen Bewegungsparameter, so sind diese ebenfalls fehler-
behaftet. Die scheinbaren Rotationen kénnen damit nur ungeniigend genau gemessen
werden. Aus diesem Grund schlagen Asada und Tsuji eine weitere Zerlegungsmethode
vor, bei der sie die scheinbaren Rotationen iiber einen lingeren Zeitraum beobachten.
Dieses Vorgehen bewirkt eine Mittelung, die dazu fiihrt, daBl der Einflul der stérenden
Rauscheffekte reduziert wird.

Die normalisierten Orientierungsvektoren der scheinbaren Rotationen lassen sich auf
der gaufischen Einheitskugel darstellen. Asada und Tsuji analysieren die sich ergebenden
Muster auf der Kugeloberfliche, um die physikalischen Rotationsachsen zu bestimmen.
Unterliegt ein starrer Kérper zwei physikalischen Rotationen, die mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit erfolgen, so beschreiben die sich ergebenden scheinbaren Rotationsachsen
auf der gaufischen Einheitskugel einen Kreis. Der Normalenvektor der Kreisebene gibt
dann die Orientierung der ersten physikalischen Rotationsachse wieder. Findet man einen
Hauptkorper, dessen Rotationsachse mit dieser physikalischen Rotationsachse iiberein-
stimmt, so ist der betrachtete starre Kérper mit diesem Hauptkérper verbunden. Asada
und Tsuji gehen bei ihrer Analyse daher wie folgt vor:

Fiir jeden starren Korper betrachten sie die scheinbaren Rotationsachsen auf der
gauBschen Einheitskugel. Sind die Rotationsachsen alle identisch, so ergibt sich ein Punkt
auf der gaufischen Kugel, und das betreffende Objekt wird von ihnen als Hauptkérper
betrachtet. Andernfalls passen sie eine Ebene an die gemessenen Rotationsachsen auf
der gauBschen Kugel an. Liegt der Fehler der Ebenenanpassung unterhalb eines von
ihnen gewihlten Schwellwertes, so vermuten sie, dafl das Objekt um zwei physikalische
Achsen rotiert. Der Normalenvektor der angepaften Ebene gibt, wie beschrieben, die
erste physikalische Rotationsachse an. Liegt der Fehler der Ebenenanpassung oberhalb
der Schwelle, so gehen sie davon aus, dafl an der Bewegung mehr als zwei physikalische
Achsen beteiligt sind. In diesem Fall beschreiben sie die Rotationshewegung relativ zu
einem anderen Objekt, dessen physikalische Rotationsachsen sie bereits kennen, in der
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Hoffnung, daf es ein iibergeordnetes Objekt darstellt. Ist dies der Fall, so vereinfacht sich
die Bewegungsbeschreibung, und die Anzahl der an der relativen Bewegung beteiligten
physikalischen Rotationsachsen nimmt ab. Mit den relativen Rotationsbewegungen wird
wieder eine Ebenenanpassung durchgefithrt usw.

Als Ergebnis bekommen sie die Rotationshierarchie des gesamten Objektes. LaBt
sich an die Rotationsachsen eines starren Korpers keine Ebene anpassen, egal zu welchem
anderen Objekt man die Bewegung beschreibt, so interpretieren sie dies Objekt als zufillig
rotierend.

Anmerkungen

In beiden zuletzt vorgestellten Zerlegungsmethoden machen Asada und Tsuji die An-
nahme, daB die Winkelgeschwindigkeiten um die physikalischen Rotationsachsen im ge-
samten Zeitraum konstant bleiben. Bei ihrem geometrischen Rotationsmodell benétigen
sie diese Annahme, weil sie die Bewegung der iibergeordneten Objektteile nicht beriick-
sichtigen. Es gelingt ihnen dadurch selbst dann eine Zerlegung, wenn keins der iiberge-
ordneten Objektteile detektiert wurde.

Bei der Analyse auf der gauBschen Einheitskugel liegt der Grund fiir diese Annahme
dagegen darin, daff Asada und Tsuji sich auf Muster beschrinken, bei denen die scheinba-
ren Rotationsvektoren auf der gaufischen Einheitskugel auf einer Ebene liegen. Ein derar-
tiges Muster erhilt man nur dann, wenn das betreffende Objekt um genau zwei physika-
lische Rotationsachsen rotiert und die Rotationen mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
erfolgen. Wire die Rotation um eine der Achsen beschleunigt, so ligen die scheinbaren
Rotationsvektoren auf einer spiralférmigen Bahn. Eine Analyse durch Ebenenanpassung
wire hier vollkommen ungeeignet.

Fiir ein Objekt, welches um mehr als zwei physikalische Rotationsachsen rotiert, ist
eine Zerlegung mit Hilfe der gaufischen Einheitskugel nur dann méglich, wenn ein iiberge-
ordnetes Objekt existiert, zu welchem die Bewegung als Rotation um héchstens zwei phy-
sikalische Rotationsachsen beschrieben werden kann. Im Gegensatz zum geometrischen
Rotationsmodells benstigt man fiir die Zerlegung also wiederum die Bewegnng von iiber-
geordneten Objekten.

Wenn es gelingt, das direkt iibergeordnete Objekt auszumachen, so eriibrigt sich die
Analyse auf der gauBschen Einheitskugel. Beschreibt man nimlich die Bewegung eines
Objektes O; relativ zu einem Objekt Oz, so 1dBt sich unabhingig von den Winkelge-
schwindigkeiten um die physikalischen Rotationsachsen sofort erkennen, ob sich Oy mit
einer konstanten Rotationsachse beziiglich O, bewegt.

Der Vorteil der Analyse auf der gauBischen Einheitskugel gegeniiber einer relativen Be-
wegungsbeschreibung liegt darin, daB fiir ein betrachtetes Objekt der direkte Vorginger
in der Rotationshierarchie nicht benétigt wird, um eine Zerlegung der scheinbaren Rota-
tionen vornehmen zu kénnen. Das bedeutet, dafl eine gesamte Zerlegung auch dann noch
gelingt, wenn jedes zweite Objektteil in der Hierarchie fehlt.

Meiner Ansicht nach rechtfertigt dieser Vorteil allerdings nicht die von Asada und
Tsuji gemachte Bewegungseinschriankung, die ich als sehr streng empfinde. Dies wird
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noch deutlicher, wenn man bedenkt, dal Asada und Tsuji fiir ihre Analyse — wie anfangs

erwihnt — einen lingeren Zeitraum betrachten. In einem lingeren Zeitraum sollte man

damit rechnen, daB sich die Bewegungsgrofien der Objekte in der Szene dndern, so dafl die

Annahme einer konstanten Winkelgeschwindigkeit damit nicht mehr gerechtfertigt ist.
Asada und Tsuji raumen ein [Asada + Tsuji 83, Seite 142]:

Our future research will investigate what patterns are shown on the sphere under
other assumptions and how the system can analyse these patterns.

Dies ist meines Erachtens nicht der richtige Weg, da die Muster auf der Kugel nicht
nur von den Orientierungen der physikalischen Rotationsachsen abhingen, sondern auch
davon, wie sich die Winkelgeschwindigkeiten verhalten. Damit sind Zerlegungen nur
méglich, wenn einschrinkende Annahmen iiber die Bewegung gemacht werden. Diese
Einschrinkungen sind allerdings nicht erforderlich, wenn man die Bewegungen relativ
zueinander beschreibt, was ja bei der Methode ohnehin schon gemacht wird.

Man sollte daher versuchen, durch relative Bewegungsbeschreibung die direkten Vor-
ginger in der Rotationshierarchie ausfindig zu machen, um damit die physikalischen Ro-
tationsachsen ermitteln zu konnen. Kann der direkte Vorginger fiir ein gegebenes Objekt
nicht ermittelt werden, so konnte man den Ansatz von Asada und Tsuji immer noch zur
Unterstiitzung heranziehen.

5.1.2 Bestimmung der Rotationsachsenlage

Mit Hilfe der Rotationsachsenzerlegung ist es méglich, die Bewegung jedes Objektes so
zu beschreiben, daB die Orientierung der Rotationsachse konstant ist. Gegebenenfalls
muf dazu die Bewegung relativ zu dem iibergeordneten Objekt beschrieben werden (falls
es ein solches denn gibt).

In diesem Abschnitt wollen wir nun die Lage dieser Rotationsachse im Raum be-
stimmen. Wir hatten bereits erwihnt, dafl die Lage im Raum nicht eindeutig ist. Die
verbleibenden zwei Freiheitsgrade lassen sich ausnutzen, um eine einfache Translationsbe-
wegung 7u finden. Je einfacher wir die Bewegung des Objektes heschreiben kénnen, um
so allgemeiner ist unser Verstandnis von der Bewegung und um so leichter sollten wir die
Bewegung des Objektes vorhersagen kénnen. Wie im vorangegangenen Abschnitt werden
wir zunichst die Vorgehensweise von Asada und Tsuji beschreiben [Asada + Tsuji 83].

Asada und Tsuji bestimmen die Lage der Rotationsachse fiir einen kurzen Bewegungs-
zeitraum, indem sie an die Bewegung der Rotationsachse und damit an die Translation
zwei zusitzliche Einschrankungen stellen. Dadurch werden die zwei verbleibenden Frei-
heitsgrade der Rotationsachsenlage aufgehoben und die Rotationsachsenlage lafit sich
eindeutig bestimmen. Als Einschrankung fordern sie entweder eine konstante Geschwin-
digkeit oder eine konstante Beschleunigung der Rotationsachse.

Die Lage der Rotationsachse beeinflult lediglich die Translationskomponente senk-
recht zur Rotationsachse. Einschrinkungen kénnen folglich nur an diesen Translati-
onsanteil gestellt werden. Wir konnen daher zunichst eine Koordinatentransformation
durchfiihren, durch die die Rotationsachse mit der neuen z-Achse zusammenfallt. Damit
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brauchen wir uns nur noch auf die neue XY-Ebene zu beschrinken. Die Translations-
komponente in Richtung der z-Achse, und damit in Richtung der Rotationsachse, ist
bekanntlich unabhingig von der gewihlten riumlichen Lage der Rotationsachse, und
braucht daher nicht beriicksichtigt zu werden.

Asada und Tsuji beschreiben die Bewegung eines starren Korpers in der neuen XY-
Ebene zwischen den Zeitpunkten to,1;,...,t, durch die folgende Transformation:

P(tit1) R(t) (p(t:) — o(ti)) + o(t:) + t(t:) (5.1)
o(ti+1) = o(t;) + t(t;) h 2l n=1 (5.2)

wobei

5 [ cos(6:;) —sin(6;)
R(t;) = ( sin(6;)  cos(6;) )

Die Rotationsmatrix R(¢;) beschreibt die Rotationsbewegung vom Zeitpunkt #; zum Zeit-
punkt £;+,. Entsprechend stellt t(¢;) den Translationsvektor in diesem Zeitintervall dar,
p(t;) und p(ti41) sind die XY-Koordinatenvektoren des Raumpunktes p zu den ange-
gebenen Zeitpunkten, und o(t;) gibt die Lage der Rotationsachse in der XY-Ebene zum
Zeitpunkt ¢; an.

Wenn man Gleichung 5.2 umschreibt zu

o(tiy1) = Zt(tk) +o0o(tg) :=0,...,m—1,
k=0

so kann man anstelle der Gleichungen 5.1 und 5.2 folgende Gleichung schreiben.

P(t1) = R(to)p(to) + (I - R(to))o(to) + t(to)
i—1
p(tiy1) = R(t)p(t:) + (I-R(t)) (Z t(tx) + O(IO)) + t(t;) t=1,...,n—-1
k=0

Man erhalt {ur n leitintervalle genau 2n Gleichungen mit 2(n + 1, unbekannten Grofien
(O(tg), t(tﬂ): R t(tn—l ))

Damit benétigt man noch zwei weitere Beziehungen, damit sich die Gleichungen ein-
deutig losen lassen. Folgende Bewegungseinschrinkungen werden von Asada und Tsuji
verwendet:

1. Konstante Geschwindigkeit in zwei aufeinanderfolgenden Zeitintervallen
Betrachtet man drei aufeinanderfolgende Aufnahmezeitpunkte ¢;,t;41,%42 (2 Zeit-
intervalle), so 1ifit sich die Rotationsachse so legen, daff die Geschwindigkeit in der
XY-Ebene konstant ist. Die Translation pro Zeitintervall ist gleich der Geschwin-
digkeit. Sind die Zeitpunkte dquidistant und damit die Zeitintervalle gleich grof,
so ergeben sich die zusitzlichen Finschrinkungen aus:

t(t;) = t(tiv1)
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2. Konstante Beschleunigung in drei aufeinanderfolgenden Zeitintervallen
Betrachtet man vier aufeinanderfolgende Aufnahmezeitpunkte #;,¢i41,tiy2,tit3 (3
Zeitintervalle), so 148t sich die Rotationsachse so legen, daB die Beschleunigung in
der XY-Ebene konstant ist. Fiir gleichgrofie Zeitintervalle 148t sich die Beschleuni-
gung durch die Differenz von zwei aufeinanderfolgenden Translationsvektoren be-
schreiben. Man erhilt:

t(tip1) — t(E) = t(tig2) — t(tig1)

3. Konstante Bewegungsrichtung in drei aufeinanderfolgenden Zeitinterval-
len
Wie im vorangegangenen Beispiel lafit sich fiir die vier aufeinanderfolgenden Auf-
nahmezeitpunkte die Bewegung derart einschrinken, daBl die Richtung der Trans-
lationsvektoren in den drei Zeitintervallen konstant bleibt. Das Skalarprodukt der
Translationsvektoren ist dann gleich dem Produkt ihrer Betrige.

(2t (2ig1) = [2(2:)][6(2ig)] t(tiy1)t(tig2) = [t(tiga)[[t(Li42)]

In allen Fillen werden nur soviele Zeitintervalle fiir die Berechnung der unbekannten
Parameter beriicksichtigt, wie fiir zwei hinzugenommene bewegungseinschrinkende Glei-
chungen erforderlich sind. Damit ergibt sich ein eindeutig lésbares Gleichungssystem.
Der Nachteil dieser Methode ist, dafl man nicht weif}, ob die Bewegungsannahme, die
in die einschrinkenden Gleichungen eingebracht wird, iiberhaupt gerechtfertigt war. Es
ist namlich vollkommen egal, um was fiir eine Translationsbewegung es sich gehandelt
hat. In jedem Fall ergeben sich mit den obigen Einschrinkungen eindeutige Losungen fiir
die Lage der Rotationsachse und die Translationsvektoren. Wenn nur drei aufeinanderfol-
gende Zeitpunkte beriicksichtigt werden, laBt sich also die Bewegung der Rotationsachse
fiir jede beliebige Bewegung so darstellen, als sei sie mit konstanter Geschwindigkeit
auf einer Ebene senkrecht zur Rotationsachse erfolgt. Bei vier aufeinanderfolgenden Zeit-
punkten li8t sie sich entsprechend so darstellen, als sei sie mit konstanter Beschleunigung
erfolgt usw. Damit weil man allerdings noch nicht, wie sie nui tatsdchlich erfolgt ist.
Asada und Tsuji verfahren daher wie folgt: Zunichst betrachten sie alle Moglichkei-
ten von drei aufeinanderfolgenden Zeitpunkten und beschreiben in diesen Intervallen die
Bewegung der Rotationsachse durch eine konstante Geschwindigkeit. Danach tragen sie
die x- und y-Komponenten der ermittelten Geschwindigkeiten in einen zweidimensionalen
Merkmalsraum ein.® In diesem Merkmalsraum 138t sich nun priifen, ob die Annahme der
konstanten Geschwindigkeit gerechtfertigt war. Eine Ballung von zeitlich aufeinander-
folgenden Geschwindigkeitsvektoren korrespondiert mit einem Zeitintervall, in dem die
Geschwindigkeit konstant bleibt. Isolierte Punkte zwischen Ballungen stellen Zeitpunkte
dar, in denen die Geschwindigkeit sich abrupt geindert hat. Kénnen keine Ballungen

SUm den zeitlichen Zusammenhang zu dokumentieren, verbinden sie in der graphischen Darstellung
ihres Merkmalsraumes zeitlich aufeinanderfolgende Eintrige durch eine Kante. Man kann annehmen,
daB sie bei ihrer Ballungsanalyse den zeitlichen Zusammenhang zusatzlich beriicksichtigt haben.
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ausgemacht werden, weil die Punkte im Merkmalsraum verstreut sind, so versuchen sie,
die Bewegung durch eine konstante Beschleunigung zu beschreiben. Dazu bilden sie alle
Méglichkeiten von vier aufeinanderfolgenden Zeitpunkten und bestimmen in jedem dieser
Zeitraume die Lage der Rotationsachse unter der Annahme, da diese sich mit konstanter
Beschleunigung durch den Raum bewegt. Die x- und y-Komponenten der sich ergeben-
den Beschleunigungen tragen sie in dhnlicher Form in einen Merkmalsraum ein. Dieser
wird nach derselben Ballungsanalyse untersucht, um die Zeitrdume ausfindig zu machen,
in denen sich das betreffende Objekt mit konstanter Beschleunigung bewegt hat.

Die Translationskomponente in Richtung der Rotationsachse, die sich ja eindeutig be-
stimmen la8it, kénnte einen Hinweis auf die Art der Translationsbewegung geben. Bleibt
sie iiber einen lingeren Zeitraum konstant, so ist die Annahme einer konstanten Ge-
schwindigkeit naheliegend. Ist sie dagegen gleichmiBig beschleunigt, so sollte die Trans-
lationsbewegung durch eine konstante Beschleunigung beschrieben werden. Asada und
Tsuji nutzen diese Information nicht aus. Die Bewegung in Rotationsachsenrichtung lafit
allerdings auch keine eindeutigen SchluBfolgerungen auf die Bewegung senkrecht zur Ro-
tationsachse zu. Die Annahme ist also mehr als Heuristik zu verstehen und ist immer
dann giiltig, wenn die Ursache fiir die Translationsbewegung sich weder ausschliefilich in
Rotationsachsenrichtung noch ausschliellich senkrecht dazu auswirkt. Ist die Ursache fiir
die Translationsbewegung z. B. eine konstante Kraft, deren Richtung nicht mit der Rota-
tionsachse zusammenfillt und nicht senkrecht dazu verliuft, so ist die Bewegung sowohl
in Achsenrichtung als auch in einer Ebene senkrecht dazu gleichmifig beschleunigt. In
der Realitit treffen wir allerdings haufig den Fall an, in dem die gemachte Annahme nicht
giiltig ist. So bewegt sich ein um die Ecke biegendes Auto ausschliefllich in einer Ebene
senkrecht zur Rotationsachse.

5.1.3 Zusammenfassung

Fassen wir noch einmal die wesentlichen Eigenschaften des Verfahrens von Asada und
Tsuji zusammen:

Fiir die Zerlegung der scheinbaren Rotationen halten Asada und Tsuji sowohl ihr geo-
metrisches Rotationsmodell als auch ihre Analyse auf der gauBschen Finheitskugel fiir
sehr niitzlich. Beide Verfahren setzen voraus, dafl die Winkelgeschwindigkeiten um die
physikalischen Rotationsachsen konstant sind. Die Zerlegung in physikalische Achsen ge-
lingt dafiir auch dann, wenn das Objekt, zu dem die Rotationsachse fixiert ist, unsichtbar
bzw. unbekannt ist.

Bei der Analyse der gaufischen Einheitskugel wurde nur die Richtung der scheinbaren
Rotationsachsen verwendet, die gemessenen Rotationswinkel und damit die Winkelge-
schwindigkeiten um die scheinbaren Achsen wurden nicht genutzt. Asada und Tsuji stel-
len fest, daB sich die physikalischen Achsen durch diese zusétzliche Information genauer
bestimmen lassen sollten.

Die Autoren unterteilen die Bildsequenz in kurze Teilfolgen und betrachten in je-
der dieser Teilfolgen die Translationsbewegung des Hauptkérpers so, als wiirde sie mit
konstanter Geschwindigkeit oder mit konstanter Beschleunigung erfolgen. Durch diese
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Bewegungseinschrinkung ergibt sich die riumliche Lage der Rotationsachse. In einer dar-
auffolgenden Ballungsanalyse bestimmen sie die Zeitintervalle, in denen die Beschreibung
der Translation mit einer konstanten Geschwindigkeit bzw. einer konstanten Beschleuni-
gung angemessen erscheint.

Asada und Tsuji bestimmen die Lage der Rotationsachse nur fiir den Hauptkérper.
Fiir Teile, die um mehrere physikalische Rotationsachsen rotieren, lieBe sich die Lage der
(physikalischen) Rotationsachse beziiglich des iibergeordneten Objektes in gleicher Weise
ermitteln. Dazu miifite man zunichst die Bewegung des Teiles relativ zu seinem iiberge-
ordneten Objekt beschreiben. Asada und Tsuji betrachten diese Méglichkeit nicht, weil
ihnen ihre ermittelten Bewegungsparameter des Hauptkérpers zu fehlerbehaftet erschei-
nen. Diese Fehler wiirden sich fortpflanzen, wenn man die Bewegung des Objektes relativ
zum Hauptkérper beschreibt.

Weiterhin setzen Asada und Tsuji voraus, daf sich die physikalischen Rotationsachsen
jeweils in ihrer Orientierung unterscheiden. Die Abbildung 5.4 zeigt dagegen ein aus drei
verbundenen starren Einzelteilen zusammengesetztes Objekt, bei der dies nicht erfiillt
ist. Die physikalischen Rotationsachsen der Teile 2 und 3 (Verbindungsachsen) haben
dieselbe Orientierung. Damit 148t sich Teil 3 sowohl relativ zu Teil 2 als auch relativ zu
Teil 1 (Hauptkérper) durch eine Bewegung beschreiben, bei der die Orientierung der Ro-
tationsachse konstant bleibt. In diesem Fall muB die Analyse der Translationshewegung
Aufschlufl dariiber geben, mit welchem Teil das Teil 3 verbunden ist.

5.2 [Eigene Vorgehensweise

Die Idee der Bewegungsbeschreibung von zusammengesetzten Objekten, wie sie im vor-
hergehenden Abschnitt vorgestellt wurde, werden wir in diesem Abschnitt aufgreifen und
dabei eine eigene Vorgehensweise wihlen, die sich von der in [Asada + Tsuji 83] vorge-
stellten Methode in mehreren Belangen unterscheidet.

Ausgehen werden wir von einer Menge von 3D-Szenenpunkten, die uns zu n + 1
Zeitpunkten tg,...,1, bekannt sind. Die riumlichen und zeitlichen Korrespondenzen
setzen wir alsu fiir das obige Zeitintervall als bekannt voraus. is bleibt abzuwarten,
ob die angestrebte Bewegungsbeschreibung zu Vorhersagen geeignet ist, damit man die
Korrespondenzanalyse fiir die folgenden Zeitpunkte unterstiitzen kann.

Wir setzen voraus, daf sich die Objekte in der Szene in Teilen starr verhalten. Die
Menge der gegebenen Raumpunkte ist nun zunichst in Punktgruppen zu zerlegen, die
als starre Objektteile interpretiert werden konnen (Verfahren aus Abschnitt 4.1). Fir
jedes der so gefundenen Objektteile bestimmen wir in jedem Zeitintervall die Bewegungs-
parameter (siche Abschnitt 4.3). Sie bestehen aus einer Rotation um den gewéihlten
Koordinatensystemursprung und einer anschlielenden Translation. Bleibt die Orientie-
rung der Rotationsachse eines Objektes O, in den aufeinanderfolgenden Zeitintervallen
konstant, so betrachten wir es als einen Hauptkorper. Andernfalls versuchen wir festzu-
stellen, ob O, relativ zu einem Objekt O, mit konstanter Rotationsachsenorientierung
rotiert. Wenn ja, betrachten wir die Objekte O, und O, als gekoppelt. Alle Objekte,
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die entweder um eine Rotationsachse mit zeitlich konstanter Orientierung rotieren oder
deren Bewegung relativ zu einem anderen Objekt derart dargestellt werden kann, wer-
den im weiteren einer Translationsanalyse unterzogen. Diese wird die Rotationsachse
so legen, daB man die Translationsbewegung durch ein gewihltes Bewegungsmodell be-
schreiben kann. Die beiden Freiheitsgrade bei der Wahl der Rotationsachsenlage werden
ausgenutzt, um dem gewihlten Bewegungsmodell méglichst genau zu entsprechen. Da
wir auch die relative Bewegung beriicksichtigen, die ein Objekt beziiglich eines anderen
Objektes ausfiihrt, bestimmen wir im Gegensatz zu Asada und Tsuji die Lagen aller
physikalischen Rotationsachsen.

5.2.1 Relative Bewegungsbeschreibung

Um festzustellen, ob zwei Objekte O; und O gekoppelt sind, werden wir zunichst die
Bewegung des einen relativ zum anderen beschreiben:

Gegeben seien die Objekte 01,03, ...,0p. Die Bewegung des Objektes O; im Zeit-
intervall (Z;,2;41) sei in homogenen Koordinaten durch die Matrix Mo,(t;) beschrieben,
die wir durch Losen der Gleichung 4.8 erhalten. In der folgenden Tabelle sind die Bewe-
gungsmatrizen zusammengefaBt. Sie beziehen sich alle auf dasselbe Koordinatensystem,
welches wir im weiteren als Weltkoordinatensystem (WKS) bezeichnen werden. Nehmen

Objekte Bewegungsmatrizen im WKS
O1 | Mo,(to) Mo, (1) -+ Mo,(tn-1)
Oz | Mo,(ta) Mo,(t1) -+ Mo,(ta-1)
Om | Mo,.(to) Mo, (t1) -~ Mo, (tn-1)

wir an, daB das Objekt O, relativ zu Objekt O; um eine zu O, korperfeste Achse rotiert.
Die Bewegung von O, im Zeitintervall (¢;,%;41) beziiglich der raumlichen Position von
0 zum Zeitpunkt to sei durch die Matrix Mo,,0,(t;) beschrieben. Die gemessene Bewe-
gungsmatrix Mo, (t;) 148t sich mit Hilfe dieser Matrix darstellen, indem man zunéchst
alle erfolgten Bewegungen des Objektes O, riickgingig macht, dann die Bewegung von O,
beziiglich dieser Ausgangsposition von Oy durchfiihrt (Mo, 0, (%;)) und danach 0, wieder
in die neue Position zuriickbewegt. Damit lassen sich die Bewegungsmatrizen Mo, (Z;)
durch folgende Matrixgleichungen darstellen:

Moz(io) = Mo, (to)Mo;.,ol(to)
Mo, (t1) = Mo, (t1)Mo,(to)Mo, 0, (t1)Mp; (to)
Mo, (t2) = Mo, (t2)Mo,(t1)Mo,(to)Mo, 0, (t2)Mg](to)Mg; (t1)

Bezeichnet man die Bewegung des Objektes Oy zwischen den Zeitpunkten fp und ¢; mit
Ao, (1), so 1aBt sich verkiirzt schreiben:

Mo, (t;) = Mo, (t;)A0,(t;)Mo,,0,(t;)Ag; (t;)
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Der Bewegungsanteil des Objektes O relativ zu Oy wird also durch eine Ahnlichkeits-
transformation dargestellt, durch die wir die Bewegung Mo, 0, (t;) von O, beziiglich der
raumlichen Lage von Oy zum Zeitpunkt fo, auf die rdumliche Lage von O; zum Zeitpunkt
t; bezichen. Aus diesen Matrixgleichungen lassen sich die gesuchten Bewegungsmatrizen
wie folgt bestimmen:

Mo, 0,(to) = Mg} (to)Mo,(to)
Mo, 0,(t1) = Mgh(to)Mg!(t1)Mo,(t1)Mo; (to)
Mo, 0,(t2) = Mgl(to)Mg!(t1)Mg)(t2)Mo,(t2)Mo, (t1)Mo, (to)

oder allgemeiner

Mo,.0,(t;) = Agl(t;)Mgl(t;)Mo,(t;)Ao,(t;)
= Ag;(tj+1)Mo,(tj)Ao,(t)) (5.3)

Diese Gleichung gibt an, wie sich die Bewegung des Objektes Oy im Zeitintervall (t;,;41)
beziiglich des WKS (Mg, (t;)) relativ zum Objekt O; zum Zeitpunkt to (Mo, 0,(1;))
beschreiben lafit.

Eine interessante Beziehung, die sich aus der Gleichung 5.3 ergibt, ist die folgende:

Ao, (t;)MG! 5 (1)AG (L)) = Ao,(t))Mo,0.(ti)Ag, (L)
= Mg o,(t;) # Mo,0,(t;)

Méchte man also die Bewegung des Objektes O, relativ zu Ok bestimmen, so geniigt es
nicht, das Inverse der Matrix Mo, o,(t;) zu verwenden!

Die beschriebenen Matrixgleichungen sollen im folgenden dazu verwendet werden, die
Bewegung der Objektteile auf eine einfache Art zu beschreiben. Diese Beschreibung wird
Hinweise iiber die Kopplungen der Objektteile liefern.

Werii das Objekt Oy relativ zu O; um eine konstante Rutativiisachse rotiert, dann
miissen die Rotationsachsen, die sich aus den Bewegungsmatrizen Mo, 0,(t;) bestimmen
lassen, alle dieselbe Orientierung aufweisen. Nur in diesem Fall scheint eine relative
Bewegungsbeschreibung sinnvoll.

5.2.2 Bestimmung der Rotationsachsenlage

Haben wir fiir ein Objekt O, eine Bewegungsbeschreibung gefunden, bei der die Rotati-
onsachse ihre Orientierung beibehilt, so versuchen wir nun, die Lage der Rotationsachse
beziiglich des gegebenen Koordinatensystems zu ermitteln. Ist Oz ein Hauptkorper, so
verwenden wir das WKS als Koordinatensystem. Andernfalls haben wir die Bewegung
relativ zu einem Objekt Oy beschrieben, welches O, direkt iibergeordnet ist. Als Koor-
dinatensystem wird dann das Objektkoordinatensystem von O, verwendet.
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Um eine physikalisch geeignete Rotationsachse zu finden, soll ein Bewegungsmodell fiir
die Translation zugrundegelegt werden, durch das die gegebenen zwei Freiheitsgrade bei
der Wahl der raumlichen Lage der Rotationsachse eingeschrankt werden. Im Gegensatz
zu Asada und Tsuji werden wir allerdings ein Gleichungssystem aufstellen, welches stark
iiberbestimmt ist. Durch ein “least-square-fit”-Verfahren ergeben sich dann sowohl die
Lage der Rotationsachse als auch die Translationsparameter fiir das vorausgesetzte Be-
wegungsmodell. An dem Fehler kénnen wir hinterher ablesen, wie gut sich die Bewegung
durch das vorausgesetzte Bewegungsmodell beschreiben lifit.

Als Bewegungsmodell verwenden wir zunichst, dhnlich wie Asada und Tsuji, eine
gleichmiBig beschleunigte Bewegung. Um die Bewegung der Rotationsachse zu beschrei-
ben, betrachten wir einen beliebigen Punkt auf der Rotationsachse. Fiir die Bewegung
dieses Punktes erhilt man das folgende Weg-Zeit- Gesetz (vergleiche auch Gleichung 3.4):

s(;) = %a(t_,- —10)? + V(t; — o) + ro (5.4)

s(t;) reprisentiert einen Punkt auf der Rotionsachse zum Zeitpunkt ¢;, a stellt wieder
die Beschleunigung und v die Geschwindigkeit dar, mit der sich der Punkt und damit
die Rotationsachse durch den Raum bewegt.” Wenn wir im weiteren von der Lage der
Rotationsachse sprechen, so meinen wir die rdumliche Lage dieses Punktes.

Im Gegensatz zu Asada und Tsuji beriicksichtigt diese Gleichung nicht nur konstante
Beschleunigung sondern auch den Fall der konstanten Geschwindigkeit (a = 0). Asada
und Tsuji hatten beides getrennt behandelt. Dariiberhinaus ist die Bewegung nicht auf
eine Ebene senkrecht zur Rotationsachse beschrinkt.

Von den gegebenen Punkten unseres starren Kérpers betrachten wir zunichst einen
beliebig gewihlten Punkt p. Unter Verwendung der folgenden Schreibweise

0
IT R(t)=R{t-1)R(tj-2) - Rto)

k=j-1

1aBt sich die Bewcgung dieses Punktes nun durch folgende Gleichuuy di.stellen:

p(tj) = ( R(fk)) (p(to) — s(to)) + s(t;) (5.5)
k=j-1

=(, 

Ausgehend vom Zeitpunkt ¢y wird der Ursprung des Koordinatensystems zunéchst in den
Rotationsachsenpunkt s(tg) = ro gelegt. In dem neuen Koordinatensystem erfolgen dann
die Rotationen des Zeitintervalls (¢9,¢;). Danach wird die Lage der Rotationsachse zum

Il
L

R(tk)) (p(to) — o)) + %a(tj —t0)® + v(t; —to) + ro

o

"Der Vektor ro ist der betrachtete Punkt auf der Rotationsachse zum Zeitpunkt to.
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Zeitpunkt ¢; addiert.® Beschreiben wir die Bewegung des Punktes zwischen zwei aufein-
anderfolgenden Zeitpunkten ¢;_; und ¢;, so entfillt das Produkt der Rotationsmatrizen:

p(t) = Rity-1)(p(tiot) — s(tio1)) + (1) (5.6)
R(tj-1) (p(tj-1) = (Faltios = 1o + ¥(ti-1 = o) + 0 )

1
+ 5alt; - to)? + v(t; —to) + ro

Weiterhin beriicksichtigt diese Gleichung nur zeitlich aufeinanderfolgende raumliche Punk-
te. Damit enthilt die Gleichug nur solche Punkte, die auch bei der Berechnung der Bewe-
gungsparameter, in diesem Fall der Rotationsmatrix R(t;_;) beriicksichtigt wurden. Wie
in Gleichung 5.5 wird auch in dieser Gleichung als erstes die Lage der Rotationsachse zum
Zeitpunkt ¢;_; subtrahiert. Als nichstes erfolgt die Rotation im Zeitintervall (¢;_1,1;).
Zum Abschlufl wird die Rotationsachsenlage zum Zeitpunkt ¢; addiert. Damit wird zum
einen der Ursprung des Koordinatensystems wieder in die Ausgangslage gebracht und
zum anderen die Translation im Zeitintervall (¢;_,%;) vorgenommen.

Die Gleichung 5.5 enthilt die Vektoren rp, v und a als unbekannte Gréflen. Fiir
n + 1 Zeitpunkte tg,...,t, ergeben sich fiir den betrachteten Punkt p genau n lineare
Gleichungssysteme. Wir erhalten somit pro Punkt 3n Gleichungen mit 3 x 3 Unbekann-
ten. Wir hatten bereits erwihnt, daff wir im Gegensatz zu Asada und Tsuji das Problem
iiberbestimmen wollen (n > 3). Die unbekannten Gréfen kénnen damit wiederum durch
ein “least-square-fit”-Verfahren ermittelt werden. Bei diesem Verfahren werden wir, wie
schon bei der Berechnung der Bewegungsparameter alle ermittelten Punkte unseres star-
ren Korpers beriicksichtigen. Wiirden wir nur einen Punkt unseres starren Korpers ver-
wenden, so hingen die Ergebnisse der Translationsanalyse von den Fehlern des gewidhlten
Punktes ab. Dieses betrifft sowohl die Rekonstruktionsfehler des Punktes als auch die
Fehler, die die ermittelten Bewegungsparameter speziell fiir diesen Punkt ergeben haben.
Besteht unser starrer Kérper aus den Punkten py,...,Pm, so lautet die Fehlerfunktion
ei(t;), die die Abweichung der Bewegung des Punktes p; im Zeitintervall (¢;_;, ;) vom
Bewegungsmodell darstellt:

ei(t;) = Ppi(t;) — (R(E-1)(Pi(tj-1) - s(tj-1)) + 5(2;)) (5.7)
pilts) ~ (R(tj-) (Pilti-1) - (alti-1 = t0)* + v{tj1 = to) + 10))

1
kd §a(tj —t0)2 + v(t; —to) + rg)

I

Pi(t;) — R(tj-1)pi(tj-1) + %(R(tj—l)(tj—l —t0)? = I(t; — t0)*)a
+ (R(tj-1)(tj-1 —t0) —I(t; —to) v

+ (R(tj-1) =1 )ro

8Ein Punkt auf der Rotationsachse (z. B. ro} wird durch die Rotation nicht verindert und unterliegt
damit einer reinen Translationsbewegung!
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do b . c
= —di(j) + 5Ci(j)a+ Cy(j)v + Ca(i)ro
Zur kiirzeren Schreibweise wurden die folgenden Substitutionen vorgenommen:

di(j) = R(tj-1)pi(tj-1) — pi(t;)

Ci(i) = R()t ~ 1) = It ~ to))a
Co(d) =  (R(t-1)(tji-1 —to) —I(t; —t0) v
Cs(j) = (R(tj-1) = Jro

Die unbekannten Vektoren sind nun so zu bestimmen, daff die Summe der Fehlerquadrate

E minimiert wird.
E= ZZe.(t ) = Zze,(tJ)Te‘(t,) (5.8)

i=1 j=1 i=1j3=1
Um das Minimum dieser Fehlerfunktion zu finden, leiten wir nach den unbekannten Vek-
toren ab und setzen die Ableitungen gleich null.

2 =YY ClGeit) =

=1 j=1

% QZZCg(j)ei(tj) =)

=1 j=1

8 e By SOl =0

dro i=1 j=1

Die verwendete Ableitungsregel findet sich im Anhang A in Gleichung A.1 wieder. Aus
diesen 3 x 3 Gleichungen erhilt man ein lineares Gleichungssystem mit neun Gleichungen
und neun Unbekannten:

: Z cT(j)Ci(j)a+ Z CT(NC20)v+ ) CT()Cali)ro = — Z Z CT (j)di(j)
J J i=1 *11
Z C3 (/)C1(j)a + Z CT ()C20)v + Z CI(j)Cali)ro = — EZ CF (7)di(5)(5.9)

= S ICAGEND

=1 j=1

cha ()€1 (3 a+ZCT(J z(J)V+_ZC (1)Cs(i)ro

Dieses Glelchungssystem 148t sich nach den unbekannten Vektoren auflésen.

Bei der Berechnung der Summen kénnen einige Vereinfachungen vorgenommen wer-
den, wenn die Winkelgeschwindigkeit konstant bleibt. Dann nimlich sind die Rotations-
matrizen alle gleich,” und anstelle der Summen 148t sich ein arithmetischer Ausdruck
angeben.

?Die Orientierung der Rotationsachse ist nach Voraussetzung konstant!
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Bevor wir dieses Gleichungssystem unter bestimmten Bewegungen niher betrachten
werden, sei zunichst etwas iiber die Eindeutigkeit einer Lésung gesagt. Wir hatten bereits
gesehen, dafB die Lage der Rotationsachse im Raum lediglich zwei Freiheitsgraden unter-
liegt. Der Vektor ry ist allerdings als dreidimensionaler Vektor in der Bewegungsgleichung
beriicksichtigt. Angenommen die Rotationsachse weist in Richtung der z-Achse,'® dann
miifte die z-Komponente von ro durch das Gleichungssystem unbestimmt sein. Dies ist
auch der Fall, wie man folgendermaBen sieht:

Die Rotationsmatrizen R(¢;) haben in unserem Fall die Form:

cos(6;) sin(8;) O
Rit;)= —sin(6;) cos(6;) 0
0 0 1

Die dritte Zeile und dritte Spalte der Matrix C3 enthalten damit nur Nullen. Dadurch
enthalten die neunte Zeile und die neunte Spalte der Koeffizientenmatrix unseres Glei-
chungssystems 5.9 ebenfalls nur Nullen. Das Gleichungssystem ist also unterbestimmt,
denn die z-Komponente von rp kann nunmehr beliebig gewihlt werden. Die Koeffizi-
entenmatrix 1ift sich folglich nicht mehr invertieren. In dem hier konstruierten Fall ist
allerdings auch sofort klar, wie man diesem Problem begegnen muf. Es geniigt, die neunte
Zeile und die neunte Spalte der Koeffizientenmatrix zu streichen und das verbleibende
Gleichungssystem bestehend aus acht Gleichungen und acht Unbekannten zu lésen. Das
Gleichungssystem 5.9 bleibt also unverindert bestehen, wenn man die dritte Spalte der
Matrix Cs bzw. die dritte Zeile der Matrix Cg streicht und rg ein Vektor mit zwei statt
mit drei Komponenten ist. Fiir die Rotationsachsenlage werden jetzt nur noch die beiden
Koordinaten auf einer Ebene senkrecht zur Rotationsachse beriicksichtigt. Die zu Beginn
vorgenommene Koordinatentransformation, durch die wir die Rotationsachse in Richtung
der z-Achse unseres Koordinatensystems gelegt haben, muf mit den Losungsvektoren des
Gleichungssystems riickgingig gemacht werden. Dazu setzt man zuvor die z-Komponente
des Vektors rp auf einen beliebigen Wert, zum Beispiel auf null.

Um zu sehen, wie sich das Gleichungssystem 5.9 verhilt, betrachten wir es unter
einigen Spezialfillen der Bewegung:

Die Bewegung ist eine reine Translation:

In diesem Fall sind die Rotationsmatrizen alle gleich der Einheitsmatrix:

R(t:-l) = I
0 00

=>Cs(j) = | 000 j=1,...,n
0 00

10Djeses kann durch eine Koordinatentransformation erreicht werden.
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Das Gleichungssystem enthilt nunmehr drei Nullzeilen und drei Nullspalten. Der Vektor
ro ist dadurch vollig unbestimmt.!! Nach streichen dieser Zeilen und Spalten ergibt sich:

CT(7)(Pi(ti-1) — Pi(t;))

2 [
.MH
M=

Il
A

. S criCi(ia+ Y CTGICiv =
=1 =1 1j

-
1l

[
3=

-
Il

C7 (3)(pilti-1) — pi(t;))

[*]q
P

-..3 S° cI()Ci(a+ Y. CT(GICA)v
i=1 =1

Il
A

15

Aus diesem Gleichungssystem ergibt sich die Geschwindigkeit und die Beschleunigung,
die jetzt nicht mehr die Bewegung der Rotationsachse sondern die Bewegung des starren
Kérpers beschreibt. Das zugehorige Weg-Zeit-Gesetz fiir einen beliebigen Punkt des
starren Korpers lautet:

p(1) = 5a(t o) + v(t — to) + p(to)

Probleme kénnen extrem kleine Rotationswinkel bereiten. Die letzten beiden Zeilen und
Spalten unseres 8 X 8 Gleichungssystems enthalten in diesem Fall nicht null, aber sehr
kleine Werte. Der Grenzfall von extrem kleinen Rotationswinkeln bedeutet, dal wir eine
Translation durch eine Rotation um eine unendlich weit entfernte Achse (ro — oo) um
einen verschwindend kleinen Winkel darstellen kénnen. Die numerische Stabilitit des
Losungsverfahrens ist bei derart konditionierten Gleichungssystemen nicht mehr gewéahr-
leistet, so daf man den Losungsvektoren keine grofie Bedeutung beimessen darf (v =
0, a = 0). Da sich der Rotationswinkel jedoch den ermittelten Bewegungsparametern
eindeutig entnehmen 1i8t, kann dieser Fall vorher erkannt und abgefangen werden.

Die Bewegung ist eine reine Rotation:
In diesem Fall degeneriert die Gleichung 5.6 fiir einen Punkt p;(¢;) zu:
pi(t;)) = R(tj-1)(Pi(tj-1) —ro) + o

= €;(t;) = pi(t;) — R(tj_1)pi(tj—1) + (R(tj=1) — Dro
= ei(t;) = pi(tj) = R(tj-1)Pi(tj-1) + Cs(J)ro

Vergleichen wir diesen Fehler mit der Fehlerfunktion in Gleichung 5.7, so ergibt sich die
Geschwindigkeit und die Beschleunigung eindeutig zu null:

v=0 und a=0

5.2.3 Zusammenfassung

Der von mir vorgeschlagene mathematische Ansatz versucht, die Lage der Rotationsachse
so zu bestimmen, daB die resultierende Objektbewegung einem Bewegungsmodell geniigt.

Myerstindlich, wenn keine Rotation stattgefunden hat!
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Die Variation der Winkelgeschwindigkeit w des betrachteten Objektes ist fiir den Ansatz
unbedeutend, wenn man von dem Spezialfall w = 0 absieht. Die Winkelgeschwindigkeit
muf also, im Gegensatz zu dem Verfahren von Asada und Tsuji, keinesfalls konstant sein.

Das zu losende Problem ist stark iiberbestimmt, da wir deutlich mehr Zeitintervalle
beriicksichtigen als dies fiir die Einschrankung der zwei verbleibenden Freiheitsgrade not-
wendig wire. Zur Lésung wird ein “least-square-fit”-Verfahren verwendet. Der resul-
tierende Fehler gibt uns einen Hinweis darauf, wie gut die gemessene Bewegung durch
das angenommene Bewegungsmodell erklirt werden kann. Als Bewegungsmodell wurde
lediglich das Weg-Zeit-Gesetz einer gleichmiflig beschleunigten Bewegung beriicksichtigt.
Es 148t sich als algebraisches Polynom zweiten Grades der Zeit darstellen und enthilt in
unserem Fall genau acht unabhingige Parameter.!? Das verwendete Bewegungsmodell
schliefit folgende Fille ein:

o Keine Translation, das heiit eine fixierte Achse (v=0, a=0).
e geradlinige Bewegung mit

— konstanter Geschwindigkeit (a=0)

— konstanter Beschleunigung (v=0 oder v und a haben dieselbe Richtung, so
daB v-a = |v||a])

e allgemeine gleichmifBig beschleunigte Bewegung (Trajektorie beschreibt eine Para-
bel im Raum)

Eine andere Bewegungsgleichung wire zum Beispiel die einer harmonischen Schwingung
(Federpendel). In diesem Fall erhielten wir eine Bewegungsgleichung der Form:

s(t) = esin(27vt + @) + 1o

Der Vektor « stellt die Amplitude, v die Frequenz und ¢ die Phasenverschiebung der
Schwingung dar. Verwendet man dieses Bewegungsmodell anstelle der Gleichung 5.4, so
miissen wir die sich ergebende Fehlerfunktion nach a, v, ¢ und ry ableiten. Es ergibt
sich ein Gleichungssystem mit sieben Unbekannten.

5.3 Implementation und Probleme bei realen Daten

In diesem Abschnitt werden nun alle Schritte beschrieben, die durchgefiihrt wurden, um
aus gegebenen 3D-Szenenpunkten eine Bewegungsbeschreibung von Objekten abzuleiten,
die aus beweglich zusammengesetzten starren Einzelteilen bestehen. Der im weiteren
beschriebene Algorithmus wurde von mir auf einem ATARI 1040 ST in der Program-
miersprache PASCAL implementiert. Zum Testen des Algorithmus wurden kiinstliche
3D-Objekte einer vorgegebenen Bewegung ausgesetzt und die 3D-Koordinaten von fest
gewihlten Objektpunkten zu aufeinanderfolgenden Zeitpunkten erzeugt. Diese exakten

12Je drei Parameter fiir die Vektoren a und v sowie zwei Parameter fiir ro
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3D-Koordinaten dienten dem im weiteren beschriebenen Algorithmus als Eingabe (siehe
Kapitel 6).

Verwendet man Szenenpunkte, die aus realen Bildern rekonstruiert wurden, so wird
man mit fehlerbehafteten Punktkoordinaten rechnen miissen. Wir werden derartige Feh-
ler beriicksichtigen und eine Abschitzung iiber die Art der tolerierbaren Fehler geben.

Die Bewegungsbeschreibung kann grob in zwei Phasen eingeteilt werden. In der er-
sten Phase wird versucht, fiir jedes Zeitintervall Bewegungsparameter fiir starre Teile
zu berechnen. Wihrend in der zweiten Phase versucht wird, fiir jedes starre Teil aus
den Bewegungsparametern der Zeitintervalle eine geschlossene Bewegungsbeschreibung
fiir den gesamten Zeitraum abzuleiten. Diese Beschreibung bringt die Abhingigkeiten in
den Bewegungen der verbundenen starren Teile zum Ausdruck.

1. Phase

Da wir Bewegungsparameter von starren Teilen bestimmen wollen, miissen wir zunachst
unsere gegebenen 3D-Punkte in Punktgruppen zerlegen, die sich starr verhalten. Da
wir bei der Rekonstruktion von Szenenpunkten aus realen Bildern mit fehlerbehafteten
Punktlokalisationen im Raum rechnen miissen, betrachten wir bei dem in Abschnitt 4.1
vorgestellten Verfahren eine Punktgruppe auch dann noch als einen starren Kérper, wenn
die Abstinde zwischen Punktpaaren geringen Schwankungen unterliegen. Dazu wird fiir
alle Punktpaare der mittlere Abstand und die Standardabweichung von diesem Mittelwert
berechnet. Das Verhiltnis aus Standardabweichung und mittlerem Abstand mufi unter
einem gewiahlten Schwellwert s liegen, damit die Punkte als zueinander starr betrachtet
werden. Die starren Korper ergeben sich aus den maximalen Cliquen im Starrheitsgra-
phen.

Fiir diese als starr betrachtete Punktgruppe bestimmen wir als nichstes fiir jedes Zeit-
intervall die Bewegungsparameter, bestehend aus Rotation und Translation nach dem im
Abschnitt 4.3 beschriebenen Verfahren. Dabei werden bei der Berechnung Fehler auf-
treten, durch die die Bewegungsparameter die exakte Uberfiihrung der 3D-Punkte nicht
mehr beschreiben kénnen und/oder die Bewegungsparameter nicht mehr die Bewegung
eines starren Korpers darstellen.

Die Anwendung der relativen Bewegungsbeschreibung und der Translationsanalyse ist
nur in solchen Fillen sinnvoll, in denen die Bewegungsparameter zumindestens annihernd
die Bewegung eines starren Kérpers wiedergeben. Daher miissen wir uns zunichst fragen,
wie groB die Abweichungen von einer starren Konfiguration sein diirfen, damit die ermit-
telten Bewegungsparameter diese Bedingung erfiillen. Es ergeben sich zwei Bedingungen
fiir die Abstandsinderungen von Punkten:

1. Damit die Punkte in erster Niherung eine starre Konfiguration bilden, miissen die
Anderungen der Punktabstinde klein sein gegeniiber den Abstinden der betref-
fenden Punkte. Diese Bedingung wurde bei dem im Abschnitt 4.1 vorgestellten
Verfahren beriicksichtigt, indem die Standardabweichung als Ma8 fiir die Anderung
des Punktabstandes mit dem Mittelwert des Punktabstandes in Relation gesetzt
wurde.
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Aus dieser Bedingung folgt, daBl die Punkte im Raum méglichst weit auseinander
liegen sollten, damit sich fehlerhafte Punktlokalisationen nicht so stark auswirken.

2. Damit die Bewegungsmatrix die reale Bewegung des starren Korpers erfassen kann,
miissen die Abstandsinderungen der Punkte klein sein gegeniiber den zuriickgeleg-
ten Entfernungen der Punkte.

Daraus folgt, daB die Translation bzw. der Rotationswinkel moglichst grof§ ausfallen
sollten. Eventuell ist dazu ein groferes Zeitintervall zu wahlen.

Diese beiden Bedingungen sollten geniigen, damit die ermittelte Bewegungsmatrix die
Bewegung eines starren Kérpers wiedergibt. Sie kénnen beide sichergestellt werden. Die
erste Bedingung ist direkt iiber den Schwellwert s bei der Gruppierung der Punkte zu
starren Koérpern beeinfluflbar, wihrend die zweite Bedingung noch zusitzlich gepriift
werden muf.

2. Phase

Aus den ermittelten Rotationsmatrizen werden als nichstes die Orientierungen der Rota-
tionsachsen ermittelt. Fiir eigentlich orthogonale Matrizen erhilt man die Rotationsachse,
indem man den zum Eigenwert +1 gehérenden Eigenvektor bestimmt. Weicht die ermit-
telte Rotationsmatrix hingegen von einer eigentlich orthogonalen Matrix ab, so muf} kein
Eigenwert +1 existieren. Wir berechnen daher zunichst die Eigenwerte der ermittelten
Rotationsmatrix und betrachten den zum groBiten Eigenwert gehérenden Eigenvektor als
Rotationsachse.

Fiir jedes starre Teil miissen wir im weiteren entscheiden, ob die Orientierungen der
ermittelten Rotationsachsen konstant sind. Auch hier werden wir leichte Schwankungen
in den Orientierungen tolerieren. Wir bilden daher zunichst den Betrag 7 des Mittel-
wertvektors der normierten Achsenvektoren r(t;):

q n—1
T=|=> r(t)
=0
Weisen die Rotationsachsen alle in dieselbe Richtung, so nimmt 7 den Wert eins an. Exi-
stiert keine Vorzugsrichtung bei den Orientierungen, so wird 7 gleich null. Mit einem
erneuten Schwellwert legen wir die Grenze zwischen konstante Orientierung und variie-
render Orientierung. Der Schwellwert sollte dicht bei eins liegen.

Sind die Orientierungen der Rotationsachsen fiir die gegebenen Punkte eines starren
Kérpers konstant, so werden alle Punkte und die aus ihnen berechneten Bewegungspa-
rameter der Translationsanalyse unterzogen. Zur Lésung des Gleichungssystems ist eine
Koordinatentransformation nétig, durch die die Rotationsachse in Richtung der Z-Achse
weist. Als Richtung der Rotationsachse kann der Mittelwertvektor der Rotationsvekto-
ren'? dienen. Die Translationsanalyse liefert entsprechend dem zugrundegelegten Bewe-
gungsmodell die koérperfeste Achse sowie die Geschwindigkeit und die Beschleunigung,

3Die Richtung eines Rotationsvektors ist gleich der Rotationsachsenrichtung, wobei die Rotation stets
rechtsdrehend um diesen Vektor erfolgt, und der Betrag ist gleich dem Rotationswinkel.



Kapitel 5. Bewegungsbeschreibung von zusammengesetzten Objekten i

mit der sich diese Achse durch den Raum bewegt. Der Fehler bei der Translationsana-
lyse kann als Hinweis dienen, inwieweit das vorausgesetzte Bewegungsmodell erfiillt ist.
Dabei sollten allerdings die Fehler, die bei der Berechnung der Bewegungsparametern
aufgetreten sind, mit beriicksichtigt werden, da diese bei der Translationsanalyse wieder
mit eingehen.

Fiir den Fall, daf8 die Orientierungen der Rotationsachsen des betrachteten starren
Kérpers nicht konstant bleiben, wird seine Bewegung relativ zu allen anderen gegebenen
starren Kérpern beschrieben (siehe Abschnitt 5.2.1).1* Bei jeder dieser relativen Bewe-
gungen wird erneut gepriift, ob die Orientierungen der ermittelten Rotationsachsen bei
der Bewegung konstant bleiben. Sind die Orientierungen konstant, so werden die beiden
beteiligten starren Korper als verbunden betrachtet, und die relativen Bewegungsmatri-
zen sowie die entsprechend transformierten Punkte des starren Kérpers einer Transla-
tionsanalyse unterzogen. Bei der relativen Bewegungsbeschreibung werden neue Bewe-
gungsmatrizen aus dem Produkt von ermittelten Bewegungsmatrizen berechnet. Sind die
ermittelten Bewegungsmatrizen fehlerbehaftet, so pflanzt sich der Fehler durch die Pro-
duktbildung fort. Es muB daher sichergestellt sein, daff die von den Bewegungsmatrizen
beschriebenen Bewegungen nur geringfiigig von starren Bewegungen abweichen.

Bleibt bei keiner der relativen Bewegungen die Orientierung der Rotationsachse kon-
stant, so schligt die Bewegungsbeschreibung fehl. Dies ist genau dann der Fall, wenn der
Vorginger in der Bewegungshierarchie nicht bekannt ist.

Die durchgefihrten Tests beschrinkten sich auf eine geringere Anzahl starrer Korper, so daf der
kombinatorische Aufwand vertretbar war.
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Ergebnisse

Zum Testen des Algorithmuses wurden zunichst kiinstliche Objekte konstruiert, die aus
zueinander beweglichen starren polyedrischen Teilen bestehen. Die Teile dieser Objekte
wurden nach vorgegebenen Bewegungsparametern von einem Zeitpunkt zum nichsten
bewegt und die 3D-Koordinaten der Eckpunkte der Polyeder zu jedem Zeitpunkt gespei-
chert. Die Raumkoordinaten der Eckpunkte dienten dem Algorithmus als Eingabe. Es
wurden auf diese Weise zwei unterschiedliche Testfolgen generiert, die sich sowohl in dem
betrachteten Objekt als auch in den Bewegungen unterscheiden. Beide Testfolgen sind
so beschaffen, dafi sie dem Objekt- und Bewegungsmodell entsprechen, die dem vorge-
schlagenen Algorithmus zugrundeliegen. Dabei bringen sie unterschiedliche Aspekte der
zusammengesetzten Bewegung zum Ausdruck.

6.1 1. Testfolge

Abbildung 5.4 zeigt das Objekt, mit dem die erste Testfolge generiert wurde. Es besteht
aus drei starren Einzelteilen, deren Ausmafie wie folgt gewihlt wurden:! Sowohl die

| || AX | &Y | AZ |
Teil 1 || 400 m | 4.00 m | 6.00 m

Teil 2 || 200 m | 0.95 m | 4.00 m
Teil 3| 3.75m | 0.95m | 1.50 m

Teile 1 und 2 als auch die Teile 2 und 3 sind iiber eine Achse miteinander verbunden, die
korperfest zu beiden Verbindungspartnern ist. Die Teile rotieren mit jeweils konstanter
Winkelgeschwindigkeit um die in Abbildung 5.4 gezeigten Achsen. Die Rotationswinkel
pro Zeitintervall betragen:

a; = —10° a; = —20° a3z = 50°

1Als Einheit wihlen wir willkiirlich 1 m

78
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Dariiberhinaus bewegt sich das Teil 1 bzw. seine Rotationsachse mit gleichmaflig be-
schleunigter Bewegung im WKS. Die Geschwindigkeit und die Beschleunigung lauten:

1.0 —0.25
v=] 05 [m/Zeitintervall] A= 0.0 [m/Zeitintervall?]
0.5 -0.15

Die sich ergebende Bewegungsfolge ist in Abbildung 6.1 zu sehen. Die zeitliche Reihen-
folge der Objektbilder erfolgt, wie auch in den folgenden Abbildungen von links oben nach
links unten und von rechts oben nach rechts unten. Das Verfahren gruppiert zunichst
die gegebenen Punkte zu den drei starren Teilen und errechnet fiir jedes Teil und jedes
Zeitintervall die Bewegungsmatrizen. Aus diesen werden die Rotationsachsen der drei
ermittelten Einzelteile bestimmt. Ihre Orientierungen sind in den Abbildungen 6.2, 6.3
und 6.4 beziiglich des WKS aufgetragen. Nur Teil 1 besitzt im gesamten Zeitraum eine
konstante Rotationsachse.

Da Teil 1 mit invarianter Rotationsachse relativ zum WKS rotiert, haben wir die Be-
wegung seiner Rotationsachse im WKS bestimmt. Die durchgefiihrte Translationsanalyse
liefert die Translationsparameter entsprechend dem verwendeten Bewegungsmodell (v, a)
und die rdumliche Lage der Rotationsachse (rp). In Abbildung 6.5 sind die Ergebnisse
der Translationsanalyse wiedergegeben. Die riumlichen Positionen der Objektpunkte
wurden mit Hilfe der Bewegungsgleichung 5.6 auf Seite 70 berechnet. Dazu wurden
die Punktkoordinaten zum Zeitpunkt ty und die ermittelten GroBlen der Translations-
analyse verwendet. Die sich ergebenden Objektpositionen zu den Aufnahmezeitpunkten
wurden ins Bildkoordinatensystem zuriickprojiziert. Ferner ist die Lage der ermittelten
Rotationsachse in den Bildern erkennbar. Die ermittelte Bewegung stimmt mit der Ein-
gangsbewegung exakt iiberein. Die Geschwindigkeit, die Beschleunigung und die Lage
der Rotationsachse im Raum wurden eindeutig und exakt ermittelt. In Abbildung 6.6
wird dieselbe Bewegung aus einer anderen Sicht betrachtet. Die Bildebene ist parallel
zur XY-Ebene. Die Positionen von Teil 1 zu den 10 Zeitpunkten wurden alle iiberla-
gert. Die ermittelte Rotationsachse ist durch ein * markiert. Man erkennt deutlich die
parabelformige Trajektorie der Rotationsachse. Die Bewegung enthilt auch einen Be-
schleunigungsanteil in Richtung der Z-Achse und damit in Richtung der Rotationsachse.
Auch dieser wurde durch die Translationsanalyse eindeutig ermittelt.?

Die Orientierungen der Rotationsachsen von Teil 2 und Teil 3 sind nicht invariant
beziiglich des WKS. Wir betrachten daher ihre relative Bewegung zu Teil 1 sowie zuein-
ander. Bei jeder dieser relativen Bewegung bleibt die Orientierung der Rotationsachse
konstant.

2Er laBt sich allerdings schwer aus Abbildung 6.6 entnehmen. Die Kantenlinge der abgebildeten Qua-
drate wird mit zunehmender Zeit zunichst grofler, da sich das Objekt auf den Betrachterstandpunkt
zubewegt und danach wieder kleiner, da die zunehmende Geschwindigkeit das Objekt von dem Betrach-
terstandpunkt wieder entfernt. Zur Kontrolle sei ein Lineal empfohlen!
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Abbildung 6.1: 1.

Testfolge
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Abbildung 6.2: Orientierungen der ermittelten Rotationsachsen von Teil 1

Abbildung 6.3: Orientierungen der ermittelten Rotationsachsen von Teil 2
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Abbildung 6.4: Orientierungen der ermittelten Rotationsachsen von Teil 3

Relative Bewegung von Teil 2

Die Ergebnisse der Translationsanalyse der relativen Bewegung von Teil 2 zu Teil 1 sind
in Abbildung 6.7 dargestellt. Die ermittelte Rotationsachse bewegt sich nach den Ergeb-
nissen der Translationsanalyse mit v = 0 und a = 0 relativ zu Teil 1. Die Rotationsachse
ist damit zu beiden Teilen korperfest. Es sollte sich daher dieselbe Rotationsachse erge-
ben, wenn wir die umgekehrte Bewegung, also die Bewegung von Teil 1 relativ zu Teil 2
betrachten. Die Ergebnisse dieser Bewegung sind in Abbildung 6.8 gezeigt.

Auch die relative Bewegung von Teil 2 zu Teil 3 liefert eine zu beiden Teilen kérperfeste
Rotationsachse. Die Ergebnisse sind in Abbildung 6.9 gezeigt.

Relative Bewegung von Teil 3

Die relative Bewegung von Teil 3 zu Teil 2 bestitigt, die in der umgekehrten Bewegungs-
beschreibung gefundene Rotationsachse (siehe Abbildung 6.10).

Bei der bewegungsbeschreibung von Teil 3 relativ zu Teil 1 €igibu sich das erste Mal
ein deutlicher Fehler bei der Translationsanalyse. Abbildung 6.11 zeigt die ermittelten
Ergebnisse dieser Analyse. Dabei wurde zu jedem Zeitpunkt in gestrichelten Linien die
raumliche Position von Teil 3 iiberlagert, wie sie sich aus den exakt ermittelten Be-
wegungsmatrizen ergibt. Die umgekehrte Bewegungsbeschreibung bringt die Fehler der
Translationsanalyse noch deutlicher zum Ausdruck (siehe Abbildung 6.12). Es ldfit sich
also keine Rotationsachse fiir Teil 3 finden, die sich relativ zu Teil 1 mit konstanter Be-
schleunigung bewegt. Die Verbindungsachse von Teil 2 und Teil 3 bewegt sich relativ
zu Teil 1 auf einer Kreisbahn. Eine Beschreibung durch eine Bewegung mit konstanter
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Abbildung 6.5: Bewegung von Teil 1 relativ zum WKS
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Abbildung 6.6: Trajektorie der Rotationsachse von Teil 1 im WKS

Beschleunigung ist in diesem Falle daher nicht méglich.> Daher wird diese Achse auch
nicht ermittelt.

Aus den ermittelten Bewegungsbeschreibungen 1afit sich die Zusammensetzung des
Objektes ersehen. Teil 1 ist durch seine invariante Rotationsachsenorientierungein Haupt-
korper. Fiir die Teile 2 und 3 werden die relativen Bewegungen zu Teil 1 sowie zueinander
ermittelt. Da bei all diesen Bewegungen die Rotationsachse ihre Orientierung beibehilt,
ist nicht sofort klar, welches Teil mit welchem anderen Teil verbunden ist, oder anders
ausgedriickt, zu welchem anderen Teil sich die Bewegung am einfachsten beschreiben lafit.
Dieses Problem ergibt sich dadurch, daB die physikalischen Rotationsachsen der Teile 2
und 3 parallel sind. Dieser Fall mufite von Asada + Tsuji 83 ausgeschlossen werden,
damit die von ihnen vorgeschlagenen Verfahren funktionieren. In unserem Fall zeigt uns
die Translationsanalyse jedoch deutlich auf, wo Verbindungen bestehen. Die Bewegung
von Teil 3 relativ zu Teil 1, fillt durch ihren erheblich gréBeren Fehler bei der Trans-
lationsanalyse heraus. Eine exakte Ubereinstimmung des Bewegungsmodells wurde bei
der relati-on Bewegung von Teil 3 zu Teil 2 (bzw. umg L l..) sowie bei der relativen
Bewegung von Teil 2 zu Teil 1 (bzw. umgekehrt) ermittelt. Dazu ergaben sich in beiden
(bzw. allen vier) Fillen Achsen, die zu beiden Verbindungspartnern kérperfest sind.

®Da die Beschleunigung ein Vektor ist, bedeutet konstante Beschleunigung, dafi sowchl Betrag als auch
Richtung dieses Vektors konstant bleiben. Bei einer Bewegung auf einer Kreisbahn bleibt nur der Betrag,
nicht aber die Richtung der Beschleunigung konstant.

*FEine nicht unerhebliche Einschrinkung, wie man an dem hier gezeigten Beispiel sieht.
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Abbildung 6.7: Bewegung von Teil 2 relativ zu Teil 1
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Abbildung 6.8: Bewegung von Teil 1 relativ zu Teil 2
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Abbildung 6.9: Bewegung von Teil 2 relativ zu Teil 3
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Abbildung 6.10: Bewegung von Teil 3 relativ zu Teil 2
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Abbildung 6.11: Bewegung von Teil 3 relativ zu Teil 1
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Abbildung 6.12: Bewegung von Teil 1 relativ zu Teil 3
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6.2 2. Testfolge

Anhand der Bewegungsfolge aus Abbildung 6.13 wurde mit einem anderen Objekt ein
weiterer Test durchgefiihrt. Die kleinsten umschreibenden Quader der beiden Teile haben
die folgenden AusmafBe:

[ [ ax [av [az]
Teill || 40m | 1.0 m | 4.0 m
Teil2 || 3.5m | 1.0m | 1.0 m

Teil 1 fiihrt eine reine Rotation um die Z-Achse mit dem Rotationswinkel a; = —10° pro
Zeitintervall aus. Die Rotation von Teil 2 relativ zu Teil 1 erfolgt in den ersten fiinf Zei-
tintervallen mit einem Rotationswinkel von ag = —18° pro Zeitintervall um die Y-Achse
und danach um den Winkel a4 = —22.5°. Dariiberhinaus bewegt sich die Rotationsachse
von Teil 2 in den ersten fiinf Zeitintervallen mit der Geschwindigkeit

-0.5
= 0.0 [m/Zeitintervall]
0.5

relativ zu Teil 1. Danach bricht die Translationsbewegung allerdings ab, und Teil 2
beschreibt nur noch eine reine Rotationsbewegung relativ zu Teil 1.

Im Gegensatz zur ersten Testfolge sind die beiden Teile in den ersten fiinf Zeitinter-
vallen also nicht iiber eine feste Achse miteinander verbunden. Dariiberhinaus enthalt
die relative Bewegung von Teil 2 zu Teil 1 eine abrupte Bewegungsinderung, durch die
die Bewegung im gesamten Zeitraum nicht mehr als gleichméflig beschleunigt beschrieben
werden kann.

Fiir Teil 1 ergibt die Translationsanalyse eine zum WKS fixierte Rotationsachse. Die
Ergebnisse sind in Abbildung 6.14 in gewohnter Weise verdeutlicht.

Teil 2 besitzt beziiglich des WKS keine konstante Rotationsachsenorientierung und
wird daher relativ zu Teil 1 beschrieben. An diese Bewegungsbeschreibung kniipft sich
die Translationsanalyse an. Abbildung 6.15 1i8it die Fehler bei dieser Analyse deutlich
erkennen. Die ermittelte Rotationsachse liegt deutlich neben der Spitze von Teil 2. Die
ermittelte Bewegung dieser Rotationsachse, die mit konstanter Beschleunigung erfolgt,
gibt die korrekt ermittelte Objektbewegung, die in gestrichelten Linien dargestellt ist,
nur ungeniigend wieder.

Die Fehler bei der Trznslationsanalyse liegen in diesem Fall an der plotzlichen Ande-
rung der Translationsbewegung. Diese Anderung bewirkt, daB die Bewegung, wenn man
den gesamten Zeitraum betrachet, nicht mehr dem benutzten Bewegungsmodell geniigt
und daher durch dieses schlecht beschrieben werden kann. Dies Beispiel macht deutlich,
wie wichtig es ist, Unstetigkeiten im Bewegungsablauf zu entdecken. Zerlegen wir die
obige Bewegungsfolge in zwei Teilfolgen, die wir unabhingig voneinander analysieren, so
kann die Bewegung von Teil 2 relativ zu Teil 1 exakt beschrieben werden. Beide Teil-
folgen geniigen ndmlich dem zugrundegelegten Bewegungsmodell. Die Ergebnisse dieser
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Abbildung 6.13: 2. Testfolge
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Abbildung 6.14: Bewegung von Teil 1 relativ zum WKS
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Abbildung 6.15: Bewegung von Teil 2 relativ zu Teil 1
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getrennten Analyse sind der Vollstindigkeit halber in Abbildung 6.16 gezeigt.

Die Ergebnisse zeigen deutlich, da der vorgeschlagene Algorithmus geeignet ist, um die
Bewegung von Objekten zu beschreiben, die aus starren Teilen zusammengesetzt sind, wo-
bei zwischen den Teilen Verbindungen bestehen, die die Rotationsbewegung bis auf einen
verbleibenden Rotationsfreiheitsgrad einschrinken. Dadurch behilt die Rotationsachse
ihre Orientierung beziiglich der miteinander verbundenen Teile bei. Die Translationsbe-
wegung dieser Rotationsachse kann mit konstanter Beschleunigung im Raum erfolgen.
Folgende Bewegungsaspekte wurden durch die Tests untersucht:

e Teile sind iiber eine feste Achse miteinander verbunden, d. h. die Rotationsachse
bleibt bei der relativen Bewegung der beiden Teile fixiert.

e Rotationsachse bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit (Teil 2 in der zweiten
Folge, erste Hilfte).

e Rotationsachse bewegt sich mit konstanter Beschleunigung im Raum (Teil 1 in der
ersten Folge).

Dariiberhinaus wurden zwei weitere Phinomene betrachtet. In der ersten Folge betrifft
dies die beiden Teile 2 und 3, deren Rotationsachsen dieselbe Orientierung aufweisen.
Dadurch geht die Zusammensetzung des Objektes nicht mehr eindeutig aus der relativen
Bewegungsbeschreibung hervor. Ein zweites Phanomen betrifft das Teil 2 in der zweiten
Folge. In dem betrachteten Zeitraum wurde der Bewegungsverlauf von Teil 2 unterbro-
chen. Dadurch kann die Bewegung von Teil 2 relativ zu Teil 1 nicht mehr durch eine
konstante Beschleunigung beschrieben werden, wenn der gesamten Zeitraum betrachtet
wird.
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Abbildung 6.16: Bewegung von Teil 2 relativ zu Teil 1 in den beiden Teilfolgen. 1. Teil-
folge in der linken, 2. Teilfolge in der rechten Spalte
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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde versucht, die rdumliche Bewegung von Szenenobjekten zu be-
schreiben. Diese Bechreibung sollte die Bewegung auf eine einfache und natiirliche Weise
wiedergeben und dariiberhinaus geeignet sein, die Bewegung des Objektes vorherzusagen,
unter der Annahme, dafB sich das Objekt unverindert weiterbewegt. Die Eigenschaft ei-
ner Bewegungbeschreibung, Vorhersagen iiber ein Objekt machen zu kénnen, zeigt wie
gut die tatsiichliche Bewegung verstanden wurde.

Um die Bewegung der Objekte im Raum beschreiben zu kénnen, miissen wir zunachst
die 3D-Koordinaten von korrespondierenden Bildpunkten bestimmen. In Kapitel 2 wur-
den daher zunichst Verfahren vorgestellt, die aus einer monokularen Bildfolge die raumli-
chen Koordinaten von zeitlich korrespondierenden Bildpunkten ermitteln. Die Verfahren
zeichneten sich ausnahmslos durch einschrinkende und vereinfachende Annahmen, wie
z. B. Starrheit der Objekte und Parallelprojektion, aus. Diese Einschrinkungen kénnen
wir umgehen, wenn wir eine Stereokamera verwenden. Diese ermoglicht es uns, Szenen-
punkte aus raumlich korrespondierenden Bildpunkten zu rekonstruieren. Trotz dieses
Vorteils ergeben sich aber auch bei der Stereoanordnung Grenzen, die einen Riickgriff
auf “Structure from Motion”-Methoden erforderlich machen kénnen. Man wird daher
beide Vorgehensweisen bei der raumlichen Rekonstruktion beriicksichtigen miissen. Im
weiteren wurde vorausgesetzt, daB die 3D-Koordinaten von Objektpunkten in aufeinan-
derfolgenden Zeitpunkten bereits ermittelt wurden.

Das 3. Kapitel beschiftigte sich mit der Bewegung einzelner Punkte. Hier wurde
versucht, die Trajektorie eines Punktes zu approximieren und die gewonnene Approxima-
tionsfunktion zu Vorhersagen zu verwenden. Schwierigkeiten ergaben sich bei der Wahl
der Basisfunktionen, die geeignet sein mufiten, die physikalischen Ursachen der Bewegung
wiederzugeben. Eine geeignete Wahl konnte nur dann erfolgen, wenn die physikalischen
Ursachen fiir die Bewegung des betrachteten Punktes bekannt waren. Diese Ursachen las-
sen sich der Bewegung einzelner Punkte nur schwer entnehmen, wenn man sie losgelost
von dem starren Korper betrachtet, zu dem sie gehéren. Dies wird noch schwieriger,
wenn wir es mit gekoppelten Bewegungen zu tun haben.

Es wurde daher im weiteren versucht, die Bewegung von starren Koérpern zu beschrei-
ben. Mathematisch 1ifit sich die Bewegung eines starren Korpers zwischen zwei Zeit-
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punkten in homogenen Koordinaten durch eine lineare Abbildung darstellen. Wie auch
in der Physik wird die Bewegung dabei in Rotation und Translation zerlegt. Die ma-
thematische Beschreibung ist allerdings nicht eindeutig, da die Lage der Rotationsachse
frei wihlbar ist und die Translationsbewegung senkrecht zur Rotationsachse von dieser
Wahl abhingt. Damit bringen die auf mathematischem Wege gewonnenen Rotations-
und Translationsparameter die unterschiedlichen physikalischen Bewegungsphinomene
der Rotation und Translation nicht eindeutig zum Ausdruck. Erst wenn die Lage der
Rotationsachse korrekt gewihlt wird, ist eine physikalische Interpretation der ermittelten
Bewegungsparameter moglich.

Die erste Bedingung fiir die zu wihlende Rotationsachse ist, dafl sie beziiglich des
Objektes korperfest ist. Weiterhin sollte die Rotationsachse so gewihlt sein, da die re-
sultierende Translationsbewegung so einfach wie méglich wird. Eine einfache Bewegung
gibt die physikalischen Ursachen am besten wieder. Fiir den Begriff “einfach” 1afit sich
keine exakte Definition angeben. Von daher ist auch nicht klar, nach was fiir Trans-
lationsbewegungen gesucht werden soll, um die “einfachste” Bewegungsbeschreibung zu
erhalten. Dies hat uns zu der Wahl eines Bewegungsmodells veranlafit, welches geeignet
ist, verschiedenen Bewegungserscheinungen Rechnung zu tragen.

In Kapitel 5 wurden aus verbundenen starren Einzelteilen zusammengesetzte Objekte
untersucht. Es wurden dabei nur solche Verbindungen (Kopplungen) zwischen den Ein-
zelteilen beriicksichtigt, die die relative Rotationsbewegung der verbundenen Einzelteile
zueinander bis auf einen verbleibenden Rotationsfreiheitsgrad einschrinken. Die rela-
tive Rotationsbewegung der verbundenen Teile vollzieht sich damit um eine Achse, die
ihre Orientierung zu den beiden Verbindungspartnern nicht dndert. Nur die Winkelge-
schwindigkeit unterliegt keinen Einschrinkungen. Die Translationsbewegung dieser Achse
wurde durch das Bewegungsmodell eingeschrinkt. Der Fehler, der sich bei der Translati-
onsanalyse ergab, gibt einen Hinweis darauf, wie gut sich die Bewegung durch das Modell
beschreiben 1aft.

Die Bewegung jedes Einzelteils wurde in einem Koordinatensystem beschrieben, in
dem die Orientierung der Rotationsachse konstant ist. Als Koordinatensystem kam da-
bei das WKS oder das Objektkoordinatensystem eines anderen starren Teiles in Frage. In
dem gewihlten Koordinatensystem wurde die Lage der Rotationsachse so gelegt, daB dem
Bewegungsmodell am besten entsprochen werden konnte. Das von mir gewihlte Bewe-
gungsmodell konnte verschiedene Bewegungen zwischen den Einzelteilen ausdriicken.

Unklar bleibt, was getan werden soll, wenn die Fehler bei der Anpassung des Bewe-
gungsmodells zu groff werden. Ein grofer Fehler zeigt, daB das Bewegungsmodell die
Bewegung nur ungeniigend beschreibt. An den gezeigten Beispielen hatten wir zwei ver-
schiedene Griinde dafiir kennengelernt. An der Beispielfolge in Abbildung 6.1 ergab sich
ein grofer Fehler bei der relativen Bewegung von Teil 3 zu Teil 1, weil zwischen diesen
Teilen keine direkte Verbindung bestand. Diese relative Bewegungsbeschreibung wurde
daher als nicht angemessen verworfen. In der zweiten Beispielfolge wurde der grofie Fehler
bei der relativen Bewegung von Teil 2 zu Teil 1 allerdings durch eine plotzliche Bewe-
gungsinderung von Teil 2 im betrachteten Zeitabschnitt hervorgerufen. Trotz des grofien
Fehlers ist das Bewegungsmodell bei diesem Beispiel angemessen. Dies wird deutlich,
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wenn die Zeitabschnitte vor und nach der Bewegungsinderung getrennt betrachtet wer-
den. Dies stellt uns vor das Problem, Unstetigkeiten im Bewegungsverlauf zu entdecken.
Dieses Problem muB noch geldst werden, damit man bei der Translationsanalyse nur Zei-
tintervalle beriicksichtigt, in denen eine Konstanz der Bewegungsparameter (z. B. v, a)
zu erwarten ist.

Als Ergebnis der Translationsanalyse ergibt sich eine Bewegungsbeschreibung, aus
der sich Vorhersagen iiber die Lokalisation der starren Einzelteile und damit des Objek-
tes ableiten lassen. Bisher unberiicksichtigt blieb die Winkelgeschwindigkeit, mit denen
die Einzelteile rotieren. Sie ist eine eindeutige Bewegungsgréfe und brauchte bislang
nicht beriicksichtigt zu werden. Fiir eine Bewegungsvorhersage mufl ihr Verlauf jedoch
bekannt sein. Man konnte also wieder versuchen, die Winkelgeschwindigkeit eines Ob-
jektteiles durch eine Approximationsfunktion zu beschreiben. Auch hier ergeben sich die
in Kapitel 3 genannten Probleme der Approximation. So kénnte das betreffende Teil in
dem gesamten betrachteten Zeitraum eine Rotation mit konstanter Winkelgeschwindig-
keit ausfiihren oder aber auch eine Rotationsschwingung, vergleichbar mit einer Unruhe
in einer Uhr. Um die geeigneten Basisfunktionen auszuwihlen, miissen wir also wieder
Annahmen machen iiber die zugrundeliegenden Bewegungsursachen. Dies ist ein grundle-
gendes Problem, von dem wir uns nicht befreien kénnen. Auch in dem Bewegungsmodell
steckt ja eine Annahme iiber die Art der Bewegung.

Ungeachtet dieses Problems bringen die ermittelten Bewegungsparameter die Bewe-
gungsursachen klarer zum Ausdruck, als dies bei der Betrachtung eines einzelnen Punktes
moglich ist. Die Zusammensetzung des Objektes und die Art der Verbindungen der Ein-
zelteile konnte der gewonnenen Bewegungsbeschreibung entnommen werden.

Die erarbeiteten Verfahren wurden bislang nur auf kiinstliche Bewegungsfolgen ange-
wendet. Es standen damit exakte rdumliche Punktkoordinaten zur Verfiigung. Damit
der vorgeschlagene Algorithmus auch unter realen Bedingungen zur Anwendung kommen
kann, wurden in Abschnitt 5.3 die Auswirkungen von Fehlern auf die einzelnen Schritte
des Verfahrens beriicksichtigt und entsprechende Mafinahmen vorgeschlagen.



Anhang A

Mathematischer Anhang

Eine kurze Ubersicht iiber Ableitungen von Skalaren, Vektoren und Matrizen findet sich
in [Horn 86, Seite 458], aus dem ein Teil der nun folgenden Ableitungsregeln stammt.

Ableitung eines Skalars nach einem Vektor:

Die Ableitung eines Skalars f nach einem Vektor v ist ein Vektor, dessen Komponenten
die Ableitungen des Skalars nach den einzelnen Vektorkomponenten darstellen.

af

dz

gre | 4_| 4
¥ dv d_y

: af

dz

Hieraus ergeben sich unter anderem die folgenden Ableitungen:

d(a”Mb) d(a”Mb) 5

e 3
Ta = Mb und 7 M-'a

insbesondere gilt:

d(xTMx) T

S e (M + M*)x
Unter Verwendung dieser Ableitungen ergibt sich weiterhin:

T
d(Mla + Mgb) (Mla + Mzb) - QMg‘(Mlﬂ % Mzb) (Al)

db

Diese Ableitungsregel wurde zur Ableitung der Fehlerfunktion in Gleichung 5.8 verwendet.
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Ableitung eines Skalars nach einer Matrix:

Die Ableitung eines Skalars f nach einer Matrix M ist eine Matrix, deren Komponenten
die Ableitungen des Skalars nach den einzelnen Matrixkomponenten darstellen.

df df df
my1 Mz My3 df dz!ll dmya d?’(’i’lw

M= | ma1 ma2 ma3

dM ~ d d
m31 M3z M33 d?f ! :? 2 3}23

dmz; dm3z; dmgs

Hieraus ergeben sich unter anderem die folgenden Ableitungen:

d(aTMb) _ T .
e = ab (dyadisches Produkt)
T
ﬂ’%") = xxT
dSpur(M) L .
IRe = 1L (Einheitsmatrix)
dSpur(AMB) TaT
dM it
dSpur(AB) e dSpur(AB) _ A
R Ny 0 S T

Die folgende Ableitung ergibt sich nach langwieriger Rechnerei:

dSpur(BTMTMBW)
dM

= MBWBT f MBWTRBT

Diese Ableitungsregel wurde auf Seite 22 benétigt, um die Fehlerfunktion in Gleichung 3.3
abzuleiten.

Ableitung eines Vektors nach einem Vektor:

Die Ableitung eines Vektors w nach einem Vektor v ist eine Matrix, deren Komponenten
die Ableitungen der Vektorkomponenten von w nach den Vektorkomponenten von v
darstellen.
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dw, dw, dw,
dvy, dvy duv,
dw i dw, dw, dw,
dv i dvy, dv, dv,
dw, dw, dw,
dvy, dvy, dv;
Sei w = Mv, so erhalten wir:
dw) dMv)
dv. ~  dv M

Die Matrix dw/dv bezeichnet man daher auch als Jakobi-Matrix der Koordinatentrans-

formation von v nach w.

Zusitzliche Hilfsgleichungen:

Spur(A + B)
Spur(MT)

Spur(A) 4 Spur(B)

Spur(M)
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