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Zusammenfassung Die sog� elastische Registrierung hat sich zu einem
wichtigen Zweig der medizinischen Bildanalyse entwickelt� In diesem Bei�
trag wird ein weit verbreiteter Ansatz� der interpolierende �Thin�Plate
Splines� verwendet� hinsichtlich seiner Bez�uge zur linearen Elastizit�ats�
theorie untersucht� die kleine Deformationen voraussetzt� Es wird ein
Kriterium vorgestellt� das bei Bilddeformationen zwischen kleinen und
gro�en Deformationen im Sinne der Elastizit�atstheorie unterscheidet� Ei�
ne Anwendung dieses Kriteriums auf synthetische und klinische Testbil�
der nach einer Registrierung ergibt� da� der untersuchte Ansatz in wei�
ten Bildbereichen zu gro�en Deformationen f�uhrt� und sich daher einer
physikalischen Interpretation im Sinne der linearen Elastizit�atstheorie
entzieht�

� Einleitung und Motivation

Das Ziel bei Registrierungsverfahren ist es� zwischen zwei verschiedenen digitalen
Bildrepr�asentationen eine maximalm�ogliche �Ubereinstimmung herzustellen� F�ur
diesen Zweck mu� eine Transformation gefunden werden� die eine Repr�asentati�
on einer anderen angleicht� Registrierungsverfahren �nden in der medizinischen
Bildverarbeitung ein breites Anwendungsfeld und k�onnen z�B� auf Computer�
Tomographie�CT��Bilder und Kernspinresonanz�MR��Bilder angewendet wer�
den� etwa um Patientenbilder von unterschiedlichen Untersuchungszeitpunkten�
oder CT� und MR�Aufnahmen desselben Patienten aufeinander abzubilden �mul�
timodale Bildanalyse�� Eine weitere wichtige Anwendung ist die Anpassung einer
digitalen Repr�asentation eines Anatomieatlas auf ein Patiententomogramm� Bei
einem visuellen Vergleich der Bilder ist es dann m�oglich� die im Atlasbild be�
kannten Strukturen im Patientenbild zu lokalisieren und lokale Unterschiede� wie
Verformungen und Gr�ossenver�anderungen� festzustellen� Die daraus gewonnenen
Erkenntnisse k�onnen in der Diagnose� sowie der Operations� und Therapiepla�
nung verwendet werden�
F�ur die Registrierung k�onnen verschiedene Klassen von Transformationen be�
nutzt werden� Starre und a�ne Transformationen f�uhren oft nicht zu der gew�unsch�
ten �Ubereinstimmung zwischen zwei Repr�asentationen� insbesondere dann� wenn



lokale Deformationen vorliegen� In diesen F�allen ist es sinnvoll� sog� elastische
Transformationen zu verwenden� die eine kontinuierliche und topologieerhalten�
de Deformation einer Struktur beschreiben� Bei der Anwendung solcher Ans�atze
ist neben einer Aussage �uber die Qualit�at der �Ubereinstimmung nach der Trans�
formation ebenso interessant� ob sich theoretische Vorhersagen �uber das lokale
Verhalten der Transformation aufstellen lassen� Bei den sog� elastischen Regi�
strierungsans�atzen liegt es zu diesem Zweck vom Begri	 her nahe� die Bez�uge
zur Elastizit�atstheorie zu untersuchen� Dabei sollte gekl�art werden� ob ein Mo�
dell gefunden werden kann� das in der Lage ist� die Transformationsauswirkun�
gen zu veranschaulichen und den physikalische Begri	 
elastisch
 im weitesten
Sinne zu rechtfertigen� Ein solches Modell wird in Bezug auf die oben geschil�
derten Anwendungsszenarien in der medizinischen Bildverarbeitung immer stark
vereinfacht sein� da eine naturgetreue Modellierung von Deformationen mensch�
lichen Gewebes eine Kenntnis �uber Elastizit�atskonstanten und Gewebeinhomo�
genit�aten einschlie�en m�u�te
Ein Ansatz zur elastischen Registrierung f�ur zweidimensionale Bilddatens�atze
wurde in �Bookstein ���� beschrieben und st�utzt sich auf ein Interpolations�
verfahren mit sog� 
Thin�Plate Splines
� In der vorliegenden Untersuchung wird
der Bezug dieses Ansatzes zur Theorie der Ausbiegung d�unner Platten inner�
halb der linearen Elastizit�atstheorie hergestellt� und es wird diskutiert� ob die
vertikale Ausbiegung einer d�unnen Platte zu einem konsistenten elastischen Mo�
dell zur Beschreibung von Deformationen in einer Bildebene f�uhren kann� Weiter
wird nach der Anwendung des Ansatzes auf synthetische und klinische Testbilder
untersucht� ob die entstandenen Deformationen innerhalb der linearen Theorie
interpretiert werden k�onnen� Zu diesem Zweck werden Kriterien aufgestellt� die
es erm�oglichen� zwischen linearen �kleinen� und nicht�linearen �gro�en� Defor�
mationen zu unterscheiden�

� �Thin�Plate Splines� und Bez�uge zur Elastizit�atstheorie

Bei dem Ansatz in �Bookstein ���� zur elastischen Registrierung wird f�ur die
Transformation zwischen zwei Bildrepr�asentationen folgende Funktion gew�ahlt�
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Diese Funktion transformiert den Punkt �x� y� des Quellbildes in den Punkt
�x�� y�� des Zielbildes� Die Koe�zienten in ��� werden an Hand von n vorzu�
gebenden korrespondierenden Landmarken �xi� yi� und �x�

i� y
�

i� in Quell� und
Zielbild berechnet� Die Transformationsfunktion ist aufgebaut aus einem a�nen



Anteil� der eine Verschiebung� Skalierung� Drehung und Scherung des Quellbil�
des verursacht� und einer Summe von radialen Basisfunktionen r�i ln ri� Diese
Summe beschreibt im Gegensatz zu den globalen Auswirkungen des a�nen Teils
lokale Deformationen und stammt aus der Theorie der Verformung von d�unnen
elastischen Platten� Im weiteren soll dieser Zusammenhang kurz skizziert wer�
den�
Betrachtet man eine horizontal liegende d�unne Platte� auf die eine vertikal gerich�
tete Last p �x� y� �Kraft pro Fl�ache� einwirkt� so werden kleine vertikale Auslen�
kungen w �x� y� der Platte aus der Ruhelage innerhalb der linearen Elastizit�ats�
theorie �uber die Kirchho	sche Plattengleichung beschrieben �K ist dabei eine
elastische Konstante��
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p �x� y�

K
� ���

L�osungen dieser Gleichung k�onnen mit der Methode der Greenschen Funkti�
on gefunden werden �siehe �Courant und Hilbert ������ Dabei wird nach der
Auslenkung einer d�unnen Platte unter einer an einem Punkt wirkenden Ein�
zelkraft gesucht� um daraus die Auslenkung unter einer beliebigen Last p als
�Uberlagerung der Einzelauslenkungen zu berechnen� Die Plattengleichung bei
einer vertikal wirkenden Einzelkraft wird durch die Funktion U �x� y� gel�ost�
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�
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Die Funktion ��x� y� ist L�osung der biharmonischen Gleichung ��� � � und
dient zur Erf�ullung der Randbedingungen der Plattengleichung� Gleichung ���
stellt somit den Zusammenhang her zwischen der Summe der radialen Basis�
Funktionen in ��� und der Theorie der Ausbiegung d�unner Platten� Daher wird
dieser Teil der Transformationsfunktion in der vorliegenden Arbeit als Biege�
Anteil bezeichnet�
Aus der vertikalen Ausbiegung l�a�t sich aber nicht ohne weiteres ein elastisches
Modell f�ur die Deformationen innerhalb der Bildebene gewinnen� Jede Kompo�
nente fx� fy der Transformationsfunktion erf�ullt zwar entsprechend Gleichung
��� separat die Kirchho	sche Plattengleichung mit Einzelkr�aften an den Positio�
nen der Quell�Landmarken� jedoch ist unklar wie die 
Ausbiegungen
 innerhalb
der Bildebene �uber die Auslenkung von Platten modelliert werden k�onnen� So�
mit ist zwar die Transformationsfunktion ��� mit der Elastizit�atstheorie �uber die
Auslenkung d�unner Platten verbunden� sie stellt jedoch keine elastische Model�
lierung der Bildebene dar� Im weiteren werden die Deformationen untersucht� die
durch die Transformationsfunktion bei synthetischen und klinischen Testbildern
hervorgerufen werden� ohne dabei Bezug auf ein konkretes elastisches Modell zu
nehmen�

� Linearit�atsbedingungen und elastische Registrierung

Im folgenden werden Kriterien aufgestellt� um zu �uberpr�ufen� ob die durch die
Transformationsfunktion in ��� verursachten Deformationen innerhalb der Ela�
stizit�atstheorie als kleine oder gro�e Deformationen betrachtet werden m�ussen�



Da der hier untersuchte Ansatz von �Bookstein ����� wie oben geschildert� mit
der linearen Elastizit�atstheorie �kleine Deformationen� in Zusammenhang ge�
bracht werden kann� erm�oglichen diese Kriterien die Entscheidung� ob �uberhaupt
eine konsistente Modellierung der Deformationen im Sinne der linearen Theorie
gefunden werden kann�
In der Elastizit�atstheorie werden Gestalt�anderungen von deformierten K�orpern
�uber den sog� Verzerrungstensor � beschrieben �Eschenauer und Schnell ������
Die Elemente �ij geben die Abstands�anderung zwischen Punkten des defor�
mierten K�orpers an� Dieser Tensor wird mit Hilfe der Verschiebungen �u� v� �
�x�x�� y�y��� d�h� der Positions�anderung eines Punktes nach einer Deformation�
beschrieben� Im zweidimensionalen Fall reduziert sich der Tensor zu einer �� �
Matrix mit den Elementen �ux �
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Die Diagonalelemente werden als Dehnungen �L�angen�anderung pro L�ange� ent�
lang der x� bzw� y�Achse bezeichnet� ��� und ��� hei�en Scherungen� Von kleinen
Deformationen spricht man� falls folgende Absch�atzungen gelten�
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F�ur diesen Fall werden zur Formulierung der Elastizit�atstheorie nur die linearen
Terme ber�ucksichtigt�
�Ubertragen auf die Situation der nicht�starren Registrierung bedeutet dies� da�
man an Hand der Ableitung der Verschiebungen mit Hilfe von ��� entscheiden
kann� ob eine Interpretation innerhalb der linearen Elastizit�atstheorie prinzipiell
m�oglich ist�

� Experimentelle Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden experimentelle Ergebnisse der Anwendung des Re�
gistrierungsansatzes �Bookstein ���� auf synthetische und klinische Testbilder
beschrieben� Die Auswirkungen der Transformationsfunktion werden an Hand
der Deformation eines regul�aren Gitters f�ur den a�nen Anteil und den Biege�
Anteil getrennt visualisiert� In den Abbildungen �siehe z�B� Abb� �� ist das ur�
spr�ungliche Gitter durch kleine Kreuze und das durch die jeweilige Transformati�
on deformierte Gitter durch Linien dargestellt� Mit Hilfe der Linearit�atskriterien
��� wird dann ausgewertet� ob die durch die Transformationsfunktion ��� her�
vorgerufenen Bilddeformationen noch innerhalb der linearen Elastizit�atstheorie



interpretierbar sind�
In Abb� � ist ein synthetisches Testbildpaar dargestellt� Wir nehmen an� da�

Abbildung�� Quell� und Zielbild mit Landmarken und Ergebnis der elastischen Re�
gistrierung

Abbildung�� Aner Anteil� Biege�Anteil und Ergebnis der gesamten elastischen
Transformation

das Zielbild durch ein Zusammendr�ucken des Kreises entstanden ist� Das Ergeb�
nis der Registrierung mit f�unf korrespondierenden Landmarken zeigt� da� eine
gute Angleichung erreicht wird� Mit Blick auf das Ergebnis des Biege�Anteils in
Abb� � �Mitte� f�allt aber auf� da� der Biege�Anteil auf den Bildbereich bezogen
eine globale Verschiebungskomponente in Richtung der linken oberen Bildecke
bewirkt� also nicht nur lokale Deformationskomponenten enth�alt� Bei unserer Un�
tersuchung der Linearit�atskriterien werden die rechten Seiten der Ungleichungen
in ��� als vernachl�assigbar angesehen� falls der Quotient zwischen rechter durch
linker Seite einen Wert von ��� nicht �uberschreitet� Bei dem synthetischen Test�
bildpaar aus Abb� � wird dieser gro�e Faktor zwischen linearen und h�oheren
Termen in Gleichung ��� gew�ahlt� da im Vergleich zu den Anwendungen in der
medizinischen Bildanalyse hier zur besseren Sichtbarkeit der Transformations�
auswirkungen relativ gro�e Konturunterschiede nachgebildet werden� In Abb�
� ist der urspr�ungliche Kreis zusammen mit dem Ergebnis der Transformation
dargestellt� Zus�atzlich sind diejenigen Bereiche des transformierten Bildes mit
einer Schra	ur versehen� die das oben gew�ahlte Kriterium nicht erf�ullen� Im
linken Bild wird sichtbar� da� die Transformation bei der Formver�anderung in



x�Richtung �erste Ungleichung in ��� � in der linken Bildh�alfte zu nicht�linearen
Deformationen gef�uhrt hat� da der Kreis zur Anpassung an das Zielbild hier stark
zusammengedr�uckt wird� Im mittleren Bild in Abb� � sind nicht�lineare Bereiche
bei Formver�anderungen in y�Richtung dargestellt� Auch hier wird das Ergebnis
an Hand eines Vergleichs zwischen Kreis und dem Ergebnis der Transformati�
on verst�andlich� da der Kreis in der oberen Bildh�alfte stark gedehnt wurde� Im
rechten Bild sind die nicht�linearen Bereiche bezogen auf die Scherung darge�
stellt� Ein klinisches Testbildpaar zeigt Abb� �� Das Ergebnis der Registrierung

Abbildung�� Nicht�lineare Bereiche bei Dehnung in x�Richtung� Dehnung in
y�Richtung und Scherung bei einem Faktor von ���

mit Hilfe von �� korrespondierenden Landmarken im Bild rechts zeigt� da� eine
gute Angleichung erreicht wurde� Bei der Untersuchung der Linearit�atsbedin�
gungen ergibt sich� da� in weit ausgedehnten Bildbereichen nicht von kleinen
Verschiebungen gesprochen werden kann� In Abb�� und � sind die Bereiche des
transformierten Bildes schwarz eingef�arbt� in denen der Faktor von ��� zwischen
linearen und h�oheren Termen �Abb� �� bzw� ��� �Abb� �� �uberschritten wird�
Hier ergibt sich� da� in weit ausgedehnten Bildbereichen eine lineare N�aherung
nicht g�ultig ist�

Abbildung�� Quell� und Zielbild mit Landmarken und Ergebnis der elastischen Re�
gistrierung



Abbildung�� Aner Anteil� Biege�Anteil und Ergebnis der gesamten elastischen
Transformation

Abbildung�� Nicht�lineare Bereiche bei Dehnung in x�Richtung� Dehnung in
y�Richtung und Scherung bei einem Faktor von ���

Abbildung�� Nicht�lineare Bereiche bei Dehnung in x�Richtung� Dehnung in
y�Richtung und Scherung bei einem Faktor von ���

� Zusammenfassung

Die Untersuchung des elastischen Registrierungsansatzes in �Bookstein ���� hat
ergeben� da� dieser zwar �uber den Biege�Anteil der Transformationsfunktionmit
der linearen Elastizit�atstheorie verbunden ist� aber keine elastische Modellierung
einer zweidimensionalen Ebene beschreibt� Bei der Untersuchung der Deforma�
tionen erm�oglichen die Linearit�atskriterien ��� zu unterscheiden� ob im Sinne
der Elastizit�atstheorie kleine oder gro�e Deformationen vorliegen� Bei den un�



tersuchten Beispielen stellte sich heraus� da� die Gr�o�e der Formver�anderungen
in weiten Bildbereichen in den Bereich der nicht�linearen Elastizit�atstheorie fal�
len� Es wird daher vorgeschlagen diesen Ansatz eher als 
lokal deformierenden
Registrierungsansatz
 zu bezeichnen� um die physikalische Bedeutung des Be�
gri	es 
elastisch
 zu wahren� Ein Ergebnis der Visualisierung der Auswirkungen
von a�nem Anteil und Biege�Anteil an Hand eines regul�aren Gitters ist die er�
staunliche Beobachtung� da� der Biege�Anteil nicht nur lokale Deformationen
der Bildstrukturen bewirkt� sondern auch auf den Bildbereich bezogen globale
Verschiebungskomponenten enthalten kann� Diese Beobachtung hat sich auch in
weiteren Experimenten best�atigt� Dennoch sollte betont werden� da� sich mit
dem Ansatz in �Bookstein ���� i�a� ein gutes Registrierungsergebnis erzielen
l�a�t�
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