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Zusammenfassung Die sog. elastische Registrierung hat sich zu einem
wichtigen Zweig der medizinischen Bildanalyse entwickelt. In diesem Bei-
trag wird ein weit verbreiteter Ansatz, der interpolierende Thin-Plate
Splines’ verwendet, hinsichtlich seiner Bezlige zur linearen Elastizitats-
theorie untersucht, die kleine Deformationen voraussetzt. Es wird ein
Kriterium vorgestellt, das bei Bilddeformationen zwischen kleinen und
groflen Deformationen im Sinne der Elastizitatstheorie unterscheidet. Fi-
ne Anwendung dieses Kriteriums auf synthetische und klinische Testbil-
der nach einer Registrierung ergibt, dafi der untersuchte Ansatz in wei-
ten Bildbereichen zu grofien Deformationen fithrt, und sich daher einer
physikalischen Interpretation im Sinne der linearen Elastizitdtstheorie
entzieht.

1 Einleitung und Motivation

Das Ziel bei Registrierungsverfahren ist es, zwischen zwei verschiedenen digitalen
Bildreprisentationen eine maximal mégliche Ubereinstimmung herzustellen. Fiir
diesen Zweck muf} eine Transformation gefunden werden, die eine Représentati-
on einer anderen angleicht. Registrierungsverfahren finden in der medizinischen
Bildverarbeitung ein breites Anwendungsfeld und kénnen z.B. auf Computer-
Tomographie(CT)-Bilder und Kernspinresonanz(MR)-Bilder angewendet wer-
den, etwa um Patientenbilder von unterschiedlichen Untersuchungszeitpunkten,
oder CT- und MR-Aufnahmen desselben Patienten aufeinander abzubilden (mul-
timodale Bildanalyse). Eine weitere wichtige Anwendung ist die Anpassung einer
digitalen Reprisentation eines Anatomieatlas auf ein Patiententomogramm. Bei
einem visuellen Vergleich der Bilder ist es dann mdoglich, die im Atlasbild be-
kannten Strukturen im Patientenbild zu lokalisieren und lokale Unterschiede, wie
Verformungen und Grossenverdnderungen, festzustellen. Die daraus gewonnenen
Erkenntnisse kénnen in der Diagnose, sowie der Operations- und Therapiepla-
nung verwendet werden.

Fiir die Registrierung kénnen verschiedene Klassen von Transformationen be-
nutzt werden. Starre und affine Transformationen fiithren oft nicht zu der gewiinsch-
ten Ubereinstimmung zwischen zwei Représentationen, insbesondere dann, wenn



lokale Deformationen vorliegen. In diesen Fillen ist es sinnvoll, sog. elastische
Transformationen zu verwenden, die eine kontinuierliche und topologieerhalten-
de Deformation einer Struktur beschreiben. Bei der Anwendung solcher Ansétze
ist neben einer Aussage iiber die Qualitit der Ubereinstimmung nach der Trans-
formation ebenso interessant, ob sich theoretische Vorhersagen iiber das lokale
Verhalten der Transformation aufstellen lassen. Bei den sog. elastischen Regi-
strierungsansétzen liegt es zu diesem Zweck vom Begriff her nahe, die Beziige
zur Elastizitdtstheorie zu untersuchen. Dabei sollte geklart werden, ob ein Mo-
dell gefunden werden kann, das in der Lage ist, die Transformationsauswirkun-
gen zu veranschaulichen und den physikalische Begriff ’elastisch’ im weitesten
Sinne zu rechtfertigen. Ein solches Modell wird in Bezug auf die oben geschil-
derten Anwendungsszenarien in der medizinischen Bildverarbeitung immer stark
vereinfacht sein, da eine naturgetreue Modellierung von Deformationen mensch-
lichen Gewebes eine Kenntnis iiber Elastizitdtskonstanten und Gewebeinhomo-
genititen einschliefen miifite

Ein Ansatz zur elastischen Registrierung fiir zweidimensionale Bilddatensitze
wurde in (Bookstein 1989) beschrieben und stiitzt sich auf ein Interpolations-
verfahren mit sog. "Thin-Plate Splines’. In der vorliegenden Untersuchung wird
der Bezug dieses Ansatzes zur Theorie der Ausbiegung diinner Platten inner-
halb der linearen Elastizitdtstheorie hergestellt, und es wird diskutiert, ob die
vertikale Ausbiegung einer diinnen Platte zu einem konsistenten elastischen Mo-
dell zur Beschreibung von Deformationen in einer Bildebene fiihren kann. Weiter
wird nach der Anwendung des Ansatzes auf synthetische und klinische Testbilder
untersucht, ob die entstandenen Deformationen innerhalb der linearen Theorie
interpretiert werden koénnen. Zu diesem Zweck werden Kriterien aufgestellt, die
es ermdglichen, zwischen linearen (kleinen) und nicht-linearen (grofien) Defor-
mationen zu unterscheiden.

2 ’Thin-Plate Splines’ und Beziige zur Elastizitéitstheorie

Bei dem Ansatz in (Bookstein 1989) zur elastischen Registrierung wird fiir die
Transformation zwischen zwei Bildreprasentationen folgende Funktion gewahlt:

x/:fx(xay):a0x+a1xx+a2xy+zbix riz In i (1)
i=1

n
Y = fy(z,9) :aoy—i—alyx—i—azyy—l—Zbiy rZ»z In r;
i=1

ri = \/(l‘i—l‘)z-l-(yi—y)z

Diese Funktion transformiert den Punkt (z,y) des Quellbildes in den Punkt
(2',y') des Zielbildes. Die Koeffizienten in (1) werden an Hand von n vorzu-
gebenden korrespondierenden Landmarken (x;, ;) und (zf,y}) in Quell- und
Zielbild berechnet. Die Transformationsfunktion ist aufgebaut aus einem affinen




Anteil, der eine Verschiebung, Skalierung, Drehung und Scherung des Quellbil-
des verursacht, und einer Summe von radialen Basisfunktionen r} In r;. Diese
Summe beschreibt im Gegensatz zu den globalen Auswirkungen des affinen Teils
lokale Deformationen und stammt aus der Theorie der Verformung von diinnen
elastischen Platten. Im weiteren soll dieser Zusammenhang kurz skizziert wer-
den.

Betrachtet man eine horizontal liegende diinne Platte, auf die eine vertikal gerich-
tete Last p (z,y) (Kraft pro Fliche) einwirkt, so werden kleine vertikale Auslen-
kungen w (2, y) der Platte aus der Ruhelage innerhalb der linearen Elastizitats-
theorie iiber die Kirchhoffsche Plattengleichung beschrieben (K ist dabei eine
elastische Konstante):

Azw(x,y) _ P(zay) (2)

Lésungen dieser Gleichung kénnen mit der Methode der Greenschen Funkti-
on gefunden werden (siehe (Courant und Hilbert 1978)). Dabei wird nach der
Auslenkung einer diinnen Platte unter einer an einem Punkt wirkenden Ein-
zelkraft gesucht, um daraus die Auslenkung unter einer beliebigen Last p als
Uberlagerung der Einzelauslenkungen zu berechnen. Die Plattengleichung bei
einer vertikal wirkenden Einzelkraft wird durch die Funktion U (x,y) gelost:

Ulx,y) 72 Inr + (2, y). (3)
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Die Funktion v(z,y) ist Lésung der biharmonischen Gleichung A%y = 0 und
dient zur Erfiillung der Randbedingungen der Plattengleichung. Gleichung (3)
stellt somit den Zusammenhang her zwischen der Summe der radialen Basis-
Funktionen in (1) und der Theorie der Ausbiegung diinner Platten. Daher wird
dieser Teil der Transformationsfunktion in der vorliegenden Arbeit als Biege-
Anteil bezeichnet.
Aus der vertikalen Ausbiegung 14t sich aber nicht ohne weiteres ein elastisches
Modell fiir die Deformationen innerhalb der Bildebene gewinnen. Jede Kompo-
nente f;, f, der Transformationsfunktion erfiillt zwar entsprechend Gleichung
(3) separat die Kirchhoffsche Plattengleichung mit Einzelkraften an den Positio-
nen der Quell-Landmarken, jedoch 1st unklar wie die ’Ausbiegungen’ innerhalb
der Bildebene iiber die Auslenkung von Platten modelliert werden kénnen. So-
mit ist zwar die Transformationsfunktion (1) mit der Elastizitdtstheorie {iber die
Auslenkung diinner Platten verbunden, sie stellt jedoch keine elastische Model-
lierung der Bildebene dar. Im weiteren werden die Deformationen untersucht, die
durch die Transformationsfunktion bei synthetischen und klinischen Testbildern
hervorgerufen werden, ohne dabei Bezug auf ein konkretes elastisches Modell zu
nehmen.

3 Linearititsbedingungen und elastische Registrierung

Im folgenden werden Kriterien aufgestellt, um zu iiberpriifen, ob die durch die
Transformationsfunktion in (1) verursachten Deformationen innerhalb der Ela-
stizitdtstheorie als kleine oder grofie Deformationen betrachtet werden miissen.



Da der hier untersuchte Ansatz von (Bookstein 1989), wie oben geschildert, mit
der linearen Elastizititstheorie (kleine Deformationen) in Zusammenhang ge-
bracht werden kann, ermd&glichen diese Kriterien die Entscheidung, ob iiberhaupt
eine konsistente Modellierung der Deformationen im Sinne der linearen Theorie
gefunden werden kann.

In der Elastizitdtstheorie werden Gestaltdnderungen von deformierten Kérpern
tiber den sog. Verzerrungstensor I' beschrieben (Eschenauer und Schnell 1993).
Die Elemente «;; geben die Abstandsidnderung zwischen Punkten des defor-
mierten Korpers an. Dieser Tensor wird mit Hilfe der Verschiebungen (u,v) =
(z—a',y—y'), d.h. der Positionsdnderung eines Punktes nach einer Deformation,
beschrieben. Im zweidimensionalen Fall reduziert sich der Tensor zu einer 2 x 2

Matrix mit den Elementen (u, = g—z):

Y11 = €zx :ux"i'%(ui—i_vz‘)

722 = Cyy = Uy +3 (uj + v]) (4)
Y12 = Yoy = 35 [uy + ve + (usty + vovy)]
Y21 = Y12

Die Diagonalelemente werden als Dehnungen (Langendnderung pro Linge) ent-
lang der z- bzw. y-Achse bezeichnet, 15 und 721 heiflen Scherungen. Von kleinen
Deformationen spricht man, falls folgende Abschétzungen gelten:

1
|ug| > ‘ (uZ +v2)

2

1
oy > ‘5 (w2 +0?) )

[ty + ve| > Uty + Vo0

Fiir diesen Fall werden zur Formulierung der Elastizitdtstheorie nur die linearen
Terme beriicksichtigt.

Ubertragen auf die Situation der nicht-starren Registrierung bedeutet dies, daf
man an Hand der Ableitung der Verschiebungen mit Hilfe von (5) entscheiden
kann, ob eine Interpretation innerhalb der linearen Elastizitdtstheorie prinzipiell
moglich ist.

4 Experimentelle Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden experimentelle Ergebnisse der Anwendung des Re-
gistrierungsansatzes (Bookstein 1989) auf synthetische und klinische Testbilder
beschrieben. Die Auswirkungen der Transformationsfunktion werden an Hand
der Deformation eines reguldren Gitters fiir den affinen Anteil und den Biege-
Anteil getrennt visualisiert. In den Abbildungen (siehe z.B. Abb. 2) ist das ur-
spriingliche Gitter durch kleine Kreuze und das durch die jeweilige Transformati-
on deformierte Gitter durch Linien dargestellt. Mit Hilfe der Linearitatskriterien
(5) wird dann ausgewertet, ob die durch die Transformationsfunktion (1) her-
vorgerufenen Bilddeformationen noch innerhalb der linearen Elastizitédtstheorie



interpretierbar sind.
In Abb. 1 ist ein synthetisches Testbildpaar dargestellt. Wir nehmen an, dafl
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Abbildungl. Quell- und Zielbild mit Landmarken und Ergebnis der elastischen Re-

gistrierung
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Abbildung2. Affiner Anteil, Biege-Anteil und FErgebnis der gesamten elastischen
Transformation

das Zielbild durch ein Zusammendriicken des Kreises entstanden ist. Das Ergeb-
nis der Registrierung mit fiinf korrespondierenden Landmarken zeigt, dal eine
gute Angleichung erreicht wird. Mit Blick auf das Ergebnis des Biege-Anteils in
Abb. 2 (Mitte) fallt aber auf, dafl der Biege-Anteil auf den Bildbereich bezogen
eine globale Verschiebungskomponente in Richtung der linken oberen Bildecke
bewirkt, also nicht nur lokale Deformationskomponenten enthélt. Bei unserer Un-
tersuchung der Linearitdtskriterien werden die rechten Seiten der Ungleichungen
in (5) als vernachléssigbar angesehen, falls der Quotient zwischen rechter durch
linker Seite einen Wert von 0.2 nicht iiberschreitet. Bei dem synthetischen Test-
bildpaar aus Abb. 1 wird dieser grofle Faktor zwischen linearen und hdéheren
Termen in Gleichung (4) gewahlt, da im Vergleich zu den Anwendungen in der
medizinischen Bildanalyse hier zur besseren Sichtbarkeit der Transformations-
auswirkungen relativ grofle Konturunterschiede nachgebildet werden. In Abb.
3 ist der urspriingliche Kreis zusammen mit dem Ergebnis der Transformation
dargestellt. Zusatzlich sind diejenigen Bereiche des transformierten Bildes mit
einer Schraffur versehen, die das oben gewihlte Kriterium nicht erfiillen. Im
linken Bild wird sichtbar, dafi die Transformation bei der Formverdnderung in



z-Richtung (erste Ungleichung in (5) ) in der linken Bildhélfte zu nicht-linearen
Deformationen gefithrt hat, da der Kreis zur Anpassung an das Zielbild hier stark
rzusammengedriickt wird. Im mittleren Bild in Abb. 3 sind nicht-lineare Bereiche
bei Formverdnderungen in y-Richtung dargestellt. Auch hier wird das Ergebnis
an Hand eines Vergleichs zwischen Kreis und dem Ergebnis der Transformati-
on verstidndlich, da der Kreis in der oberen Bildhilfte stark gedehnt wurde. Im
rechten Bild sind die nicht-linearen Bereiche bezogen auf die Scherung darge-
stellt. Ein klinisches Testbildpaar zeigt Abb. 4. Das Ergebnis der Registrierung

Abbildung3. Nicht-lineare Bereiche bei Dehnung in z-Richtung, Dehnung in
y-Richtung und Scherung bei einem Faktor von 0.2

mit Hilfe von 25 korrespondierenden Landmarken im Bild rechts zeigt, dafi eine
gute Angleichung erreicht wurde. Bei der Untersuchung der Linearitdtsbedin-
gungen ergibt sich, dafl in weit ausgedehnten Bildbereichen nicht von kleinen
Verschiebungen gesprochen werden kann. In Abb.6 und 7 sind die Bereiche des
transformierten Bildes schwarz eingefirbt, in denen der Faktor von 0.1 zwischen
linearen und hoheren Termen (Abb. 6) bzw. 0.2 (Abb. 7) iiberschritten wird.
Hier ergibt sich, dafi in weit ausgedehnten Bildbereichen eine lineare Naherung
nicht giiltig ist.

Abbildung4. Quell- und Zielbild mit Landmarken und Ergebnis der elastischen Re-

gistrierung



Abbildung5. Affiner Anteil, Biege-Anteil und FErgebnis der gesamten elastischen
Transformation

Abbildung6. Nicht-lineare Bereiche bei Dehnung in z-Richtung, Dehnung in
y-Richtung und Scherung bei einem Faktor von 0.1

Abbildung7. Nicht-lineare Bereiche bei Dehnung in z-Richtung, Dehnung in
y-Richtung und Scherung bei einem Faktor von 0.2

5 Zusammenfassung

Die Untersuchung des elastischen Registrierungsansatzes in (Bookstein 1989) hat
ergeben, dafl dieser zwar iiber den Biege-Anteil der Transformationsfunktion mit
der linearen Elastizitdtstheorie verbunden ist, aber keine elastische Modellierung
einer zweidimensionalen Ebene beschreibt. Bei der Untersuchung der Deforma-
tionen ermdoglichen die Linearitdtskriterien (5) zu unterscheiden, ob im Sinne
der Elastizitidtstheorie kleine oder grofle Deformationen vorliegen. Bei den un-



tersuchten Beispielen stellte sich heraus, dafl die Gréfle der Formverdnderungen
in weiten Bildbereichen in den Bereich der nicht-linearen Elastizitdtstheorie fal-
len. Es wird daher vorgeschlagen diesen Ansatz eher als ’lokal deformierenden
Registrierungsansatz’ zu bezeichnen, um die physikalische Bedeutung des Be-
griffes ’elastisch’ zu wahren. Ein Ergebnis der Visualisierung der Auswirkungen
von affinem Anteil und Biege-Anteil an Hand eines reguldren Gitters ist die er-
staunliche Beobachtung, dafl der Biege-Anteil nicht nur lokale Deformationen
der Bildstrukturen bewirkt, sondern auch auf den Bildbereich bezogen globale
Verschiebungskomponenten enthalten kann. Diese Beobachtung hat sich auch in
weiteren Experimenten bestdtigt. Dennoch sollte betont werden, dafl sich mit
dem Ansatz in (Bookstein 1989) i.a. ein gutes Registrierungsergebnis erzielen
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