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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Systembeschreibung mit Elementarfunktionen

Rechteckimpuls mit Breite 1/T, , Lsom
und Héhe T, ergibt To tg,(t)
Systemantwort g,(t): e oy itro] 71 o guit
J/\

o t— 0 t—
Beliebiges Eingangssignal s(t) |
kann durch Rechteckimpulse Salt)
angenahert werden und ergibt
Superposition einzelner I, t—

Systemantworten: 7o TOZWV

Approximierte Eingangsfunktion: Approximierte Ausgangsfunktion:

e e]

5,(0= > S(nTy)s, (t~ )T, = () 8. (=Y s(nT,)g,(t~nT,)T, = g(1)

n=—o0 n=-—0oo
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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Faltungsintegral

Grenziibergang T, — O:

s,(t)—>0(t)  Dirac-Impuls

g,(t)—h(t) Impulsantwort, StoRantwort, Gewichtsfunktion
Eingangssignal als unendliche Reihe von Dirac-Impulsen

s(t) = js(r)é(t -7)dT

Ausgangssignal als Faltung der Impulsantwort des Systems mit dem
Eingangssignal

g(t)= [ s(t)h(t-7)dt

Die Transformation eines Signals durch ein System kann durch die
Faltung (engl.: convolution) des Eingabesignals mit der Impulsantwort
des Systems beschrieben werden.
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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Grenzuibergang fiur RC-Glied

e Wie antwortet ein RC-Glied auf einen —r
Rechteckimpuls (Spannung) mit Breite sit) f 9lt)
1/Tyund Héhe T, wenn 7, —07? - L

So(t)t go(t)T
L T
To t — T To t —
so(t)T go(t)T
TO — () To — T To t
So(t)T go(t)T
To t — T=T, t —
61t ¢ n(t) \
v t — ‘T t —
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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Impulsantwort als Systembeschreibung

* Systemantwort /(%) bei Eingabe von o(%) heilst
"Impulsantwort” oder "Gewichtsfunktion”

* h(t) charakterisiert des Verhalten des Bauelementes:

SW)—— h@) —— &

e Zusammen mit der Faltungsoperation lasst sich fir jedes
Eingabesignal die Systemausgabe bestimmen:

g(t)= js(r}h(f -7)dT

* Symbolische Schreibweise
g(t)=s()* h(t)




Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Veranschaulichung der Faltung ()

Faltung eines Rechteckimpulses s(t) mit der Impuls- — —
antwort h(t) des RC-Gliedes (mit T=RC=1): s(t) g r glt)

-4\ |
s(t) = rect(T)

o(t)= [s(h(t-1)dr
J srh—e)de

h(t) = %g(t)e_’m I h(-t)

-4 2 0 2 4 6 8 10 -10 8 nd 4 2 0 2 4
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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Veranschaulichung der Faltung (ll)

Komponenten des Faltungsintegrals
I | I | | I |

s(t) ——

h(it-1) —  1F .

s(Dh(t-1) —

-4 =2 0 2 4 6 8 10
Systemantwort
| | | I | |
o0 1 — —
g(r) = f s(D)h(t-T1)dT
0 ; ; 7 ; : ¢

Quelle: http://www2.ensc.sfu.ca/people/faculty/cavers/ENSC380/conv.html
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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Faltungsalgebra

* 0(t) ist Einselement:

s(t) = s()* o(1)

e Faltung ist kommutativ:

s(t) = }s(t)é(t -T)dT

"Siebeigenschaft"

s(£)* h(t) = h(t)* s(2)
* Faltung ist assoziativ:
L () *s(O)]* h(2) = f(2) *[s(¢) * h(t)]
* Faltung ist distributiv:
J@O*s@)+h@)]=1f@)*sO]+[f()* ()]

* Ableitung: J df Jh
L@ h(0) =2 h(0) = (0 =

Ein System mit der Gewichtsfunktion /(2)=d(t) heildt ideal verzerrungsfrei.
Es reproduziert das Eingangssignal exakt als Ausgangssignal.
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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Faltung mehrdimensionaler Funktionen

* Faltungsoperationen und ihre Eigenschaften lassen sich auf mehrere
Dimensionen verallgemeinern.

* Beispiel: zweldlmen5|onale Faltung:
(f =h)(x,p) = f f S @, v)h(x—u,y =v)dudy

—00 —00

 Anwendung in der Bildverarbeitung:

f(x, y) Intensitaten eines Grautonbildes
h(x, y) Filter, z.B. 2d GauR-Funktion: a(x, y) = .
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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Faltung und Kreuzkorrelation

* Kreuzkorrelation von f(?) und A(t):

(fem(x, )= [ [ [ v)h(u=x,v=y)dudy

* Vergleiche mit f(t) * h(?):
Integrand h ist bei Kreuzkorrelation nicht gespiegelt!

* |stfein Bild und h eine Schablone, kann Kreuzkorrelation als
Schablonenvergleich gedeutet werden.

 Wo im Bild findet sich das in der iq; @ BbIH| ) Aog 8 AR
Schablone gezeigte Zeichen? B W o Eﬂ = 3t e B ’**
- ,1%4»;12,?5%%@‘%&&

@ W ke AW E G TN

A & O A g T RIS g ¥

& &k LB AE e 2 98

o g ABK % A 6

Blig wa RAR B 2 % o [F

[N
o
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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Fourier-Reihe

Eine periodische Funktion x(z) mit Grund-
Frequenz f, und Periodendauer 7, = 1/f,
kann als Fourier-Reihe entwickelt werden:

a, gerade Anteile von x(?)

b, ungerade Anteile von x(?)

ay/2 Mittelwert von x(?)

®, Kreisfrequenz der Grundschwingung
(w, = 2xf))

Phasen- und Betragsdarstellung:

Folge der 4, ist "Amplitudenspektrum”

Folge der ¢, ist "Phasenspektrum®

Umrechnung: ¢ =4, cos(¢,)
b, =A sin(g,)

[e¢]

x(f) = “7 + 3 (a, cos(ke,t) + b, sin(ka,?))

k=1

T
a, = Ti [ x(2)cos(kw,t)dt
0

p

T
2
b, = Fp { x(t)sin(ke,t)dt

A o)
x(t)= 70 + E A, cos(kwt +@,)
k=1

— 2 2 "] wichtige GréRen zur
Ak—w/ak+bk ge Q¢

Charakterisierung
b = von Systemen
+ nir
k

a

@, =- arctan(

=
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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Annaherung durch begrenzte Zahl
von Fourier-Koeffizienten

200 my+ \

Originalsignal
N\ | ¢
\ eV

ARG

sinusformige Komponenten

\J

Annaherung eines Rechteckimpulses
durch 1 ... 5 sinusférmige Komponenten

Online Demonstration von Naherungen durch Fourier-Reihen:
http://www.jhu.edu/~signals/fourier2/
12

summieren sich zum Originalsignal
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Vorlesung 2: Fourier-Transformation

Komplexwertige Darstellung der
Fourier-Reihe (l)

Mit der Euler'schen Formel e’” = cos(¢) + jsin(¢) erhalt man

_ej¢+e—j¢ ImA
cos(@) = 5 . F
Dies ermoglicht folgende Umformung: /}
= A S
x(t)=%+2/1k cos(kwt+@,) AN

ej(kwot""pk ) - j (kwyt+@, )

+e
2

SN

+ _kej‘pk Jkoyt + ﬂe—j(pke—jkwot
2

e

]
IV
+
)
o
S
S
v

bl

Daraus ergibt sich die Fourier-Reihe in komplexer Darstellung:
x(1) = E ckejkw‘)t

k=—o0

T
lp — jkw, t
c. =— | x(He " dt
g TP{()
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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Komplexwertige Darstellung der
Fourier-Reihe (ll)

Genauere Betrachtung der komplexwertigen Koeffizienten c;:
* Die Koeffizienten lassen sich komplex konjugiert unterscheiden:

A : 1
— Firk>0: ¢, = =t (cos(g,) + jsin(@,)) = ~(a~ jb)

e Xx(t) ist stets reellwertig, kann als Summe gegenlaufig drehender
Zeiger in der komplexen Ebene dargestellt werden:

ik, t ik, t —jkow,t
x(t) = E c.e”"dt =c, +E‘cke] o E et
k=1

k=—00 k=—
linksdrehend rechtsdrehend
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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Umrechnung zwischen verschiedenen
Darstellungen der Fourier-Reihe

Von komplexen zu reellen Koeffizienten:

a, =c, +c, =2Re(c,) A =2c, c, =2‘ck‘=2‘c_

b, =j(c,—c_)=-2Im(c,)

|

Im(c,)
= ane(c ) = arctan 1
@, g(c,) Re(c,)
Von reellen zu komplexen Koeffizienten:
1 . _Ak JP;
ck=5(ak—]bk) ck—ye
1 , Ao
c, =5(ak +jb,) N =7"e /i

Es werden stets nur Koeffizienten mit derselben Frequenz miteinander verrechnet!
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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Amplituden- und Phasenspektrum

Aus den Bestimmungsgleichungen von 4, und ¢, folgt: Periodische Signale
haben ein diskretes Spektrum mit Spektrallinienabstand ]/Tp

Trivialbeispiel:

Spektrum von:
x(t) = A sin(w,t)

10.04.14
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a
Sinus-Kosinus- N by
Darstellung T A I |
| > O | > ©
®
Betrags-Phasen- Ay by
Darstellung A T I T‘ ®
6))
| o> © |
-t/2
Im(c
Komplexe Iie(ck) A )
A/2
Darstellung
W
> o "o | > ®
-A/2




Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Periodische Pulsreihe

Was ist das Spektrum von xf)
periodischen Rechteckimpulsen? 4 -
| X
-1/2 7/2 Ty

Mit der Bestimmungs- 1 Ty (e df = 4 1 ( _jkogtl2 kgl
gleichung von ¢;; = F.{ T, —jka, 5 e

: | A 1 At . kot
Mit der Euler'schen ¢, = ———sin(kw,t/2) = —TSlnC( 0) hE\
Formel: T, ka, T, 2
Eigenschaften: \){ AR
* Periodisches Zeitsignal, daher Linienspektrum

sinc(x) = sin(x)/x (auch: si(x
» Zeitfunktion gerade, daher reelles Spektrum %) (/x| (%)

* Einhullende (Envelope) des Spektrums hat Verlauf sin(x)/x
* Nullstellen von sinc(kwt/2) bei f=n/t fur |n| > 1
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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Theorem von Parseval

Signalleistung im Frequenzbereich ist gleich der Signalleistung im Zeitbereich:

% %
= { ) di= Y le,|

k=—

Herleitung:

i g Trick: Deutung von x(?)
k

1 g 2 1 g * . *
P_T_P{x(t) ¢ _T_P{x(t)x (Ot it x (1) = als komplexe Funktion

fk=—o0
1 g c % —jka,t c * 1 g Jka,t c * C 2
P=—fx(t)zck °=Eck— x(1) Odt—Eck(ck)=2‘ck‘
T, PO fe=—c0 = T P 0 fe=—c0 fe=—co0

Die Signalleistung eines periodischen Zeitsignals kann in die Beitrage der harmonischen
Bestandteile zerlegt werden!
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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Fourier-Transformation

Anpassung der Fourier-Reihenentwicklung an nicht-periodische Signale durch
Grenzlibergang T, = o

* Abstand der Spektrallinien 1/T =0

* Das Ergebnis existiert, wennﬂx(t)‘dt < (hinreichend, nicht notwendig)

Grenzubergang 7
- Tkt =— [x(t)e”™™dt
x(1) kgwcke Cp Tp’(’; (?)
7,2 X(jw) ist die Fourier-Transformierte von x(?)
x(t) = E [ f x(t)e " dt] Tt
k=—00 —T /2

Tp = o bewirkt w, = dw = 0 und ko, = o

x(t ——llm x(T)e " dt | e’dw=— x(T)e " dt e’ dw
(H=5-] Mk__m(fm ) f(f() )

—00 —00 —00

Fourier-

. y . Inverse Fourier- 1 7 o o
X(jiw)= | x(©)e’"dt x()=— | X(jw)e’” dw
Transformation: (jo) j; (®) ®) 27r_£ (o)

Transformation:

10.04.14 Benjamin Seppke, Grundlagen der Signalverarbeitung, Universitat Hamburg, FB Informatik 19




Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Schreibweisen flir die Fourier-Transformation

In dieser Vorlesung: X(jw) =fx(f)e-fmd~; x(?) =LfX(jw)efwt do
T 27 Y

In der Physik iblich: X(jw)= [x()e" dv [ X(jw)e™ dw

L x(t) e L
Vo Vo

Korrespondenzpaar: x(t) O—0O X(jw) oder x(t) O—@ X(jw)

Operatoren Fund F*:  X(jw) = F{ x(t) } x(t) = Fl{ X(jo) }
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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Beispiele von Fourier-Transformationen

1. Was ist das Spektrum (die Fourier-Transformierte)
von Ae® (t> 0)?

X(jw)= | x()e”dt=A| e ¥’ dt =
(j) = [ x(0) [ o g

2. Was ist das Spektrum (die Fourier-Transformierte) X s
des Rechteckimpulses x(t) = A4 rect(1/z)? . x(1) =

® 7/2
X(jw)= [y dt =4 [ e dt=Lsin 2T

- ~7/2 @ 2 - Pt

’ -1/2 /2
= At sinc 2~
2

Interpretation der Fourier-Transformation
* Fourier-Transformierte ist "Spektrale Dichte", kurz Spektrum
* Flr Spannungssignal x(?) hat X(jw) die Einheit Vs ("Volt pro Frequenzeinheit")
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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Faltungstheorem

Zeitverschobene Zeitfunktion Zeitverschiebung hat keinen Einfluss auf
Fix(t—1)} = X(jw) e’®* das Amplitudenspektrum, nur auf das
Phasenspektrum.
Faltung
y(0) =[x, (D)x,(t-T)d7
_Z ) Faltungstheorem
Y(jw)=f[fxl(f)x2(f—f)df e/ dt Einer Faltung im Zeitbereich entspricht eine

Multiplikation im Frequenzbereich

- f x (1) f x,(t-7) e"dt dt
‘°° ~ Die Wirkung eines Bauteiles (Systems) kann

= jxl(r)[Xz(jw)e‘fw’] dt als voneinander unabhangige Wirkungen
- . auf die harmonischen Bestandteile des
=X, (jo) X, (jo) Eingangssignals gedeutet werden.
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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Frequenzgang eines Systems

Zur Beschreibung von Systemverhalten gibt es die Korrespondenz:
(1) =x(1) *h(t) Y(jo) = X(jo) H(jw) H(jw) heilst Frequenzgang
X(—{_h(t) F—>(1 XGo)=— Hijow) V() des Systems

Beispiel: Beschreibung des RC-Gliedes als Spannungsteiler (RC = T):

1
H(jw) = Y(jw) _ joC 1 :R
X(jw) 1 1+ joT Y £
R+]a)c I/ll T X(t) —_C uz > y(t)

"Verzogerungsglied 1. Ordnung" :
SErHneSe ; (1) +RC () = x(¢)
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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Fourier-Transformation des Dirac-Impulses

F{8()} = [o(t)e™ di = [(t)e\dt = [O(t)dr=1 A
- S T 1
* Der Dirac-Impuls enthalt alle Frequenzen > o
mit gleichem Anteil.

* Als Eingangssignal eines Systems "prift" er
das Ubertragungsverhalten aller Frequenzen.

* Praktisch ist ein Dirac-Impuls nicht realisierbar,
daflir aber mathematisch elegant.

* Rucktransformation: 5(t)=ifejwt1dw
2w

* Symmetrie: Wenn x(?) = 1, folgt: X(w)=je‘jwtldt

* Durch Vergleich erhdlt man: F{l}=276(w) Signal enthilt nur die Frequenz =0
"Gleichanteil"
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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Differentiation und Integration im Zeitbereich

Differentiationstheorem

d _ - . Wichtiger Zusammenhang zur Behandlung
F Ex(t) - J F{x(t)} =Jjo X(jo) o Differentialgleichungen!

Herleitung: Rucktransformation von jow X(jw) ergibt d/dt x(t)

d d 1% . 1 d L~ |
—x(=—— | X(jiw)e"dow=— | X(jo)—e’"dw=—||ioX(iw)|e’” dw
(1) drzﬂ_fw (jw)e 2ﬂ_fw (jo)—-e 2ﬂ_{[] (jo)|e

Entsprechend lasst sich das Integrationstheorem ableiten:
F{jx(r)dr} = L X (jw)+m X(0) 6(0))'

Jw

Y
Effekt der Integrationskonstanten

Beobachtung: Differentiation verstarkt hohe Frequenzen des Spektrums
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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Symmetrien von Zeit- und Frequenzbereich

Zeitsignal x(1) Spektrum X(j @)
reell konjugiert komplex
reell und ungerade imaginidr und ungerade
reell und gerade reell und gerade
imagindr und gerade imaginir und gerade
imaginédr und ungerade reell und ungerade
konjugiert komplex reell

Bei den meisten Anwendungen sind die Zeitfunktionen reell.

Eigenschaften von geraden und ungeraden Funktionen lassen sich haufiger
ausnutzen als es solche Funktionen gibt:

Jede Funktion kann in einen geraden und ungeraden Teil zerlegt werden.

o e = % )+ )
X =gl Ty {xu(v=f/z[x(r)—x(-r)]
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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Signaldauer und Bandbreite

Technisch wichtiger Zusammenhang zwischen Dauer und Bandbreite eines
Signals:

Signaldauer = Dauer des Zeitsignals (bis zu einer Schwelle)

Bandbreite = maximale Frequenz des Signalspektrums (bis zu einer Schwelle)

Die Uber einen Nachrichtenkanal mit Bandbreite B in der Zeit 7" maximal tGbertragbare
Informationsmenge betragt [ = T B log,(1 + Py/Py).

(Pg= Signalleistung P, = Stérleistung Pg/P, = Sighal-Rausch-Verhaltnis)

Kurzdauernde Signale haben breite Spektren, schmale Spektren kdnnen nur
durch langdauernde Signale erzeugt werden.

Schnell andernde Signale haben ein breites Spektrum.

Das Zeit-Bandbreite-Produkt ist die Unscharfe-Relation der
Signalverarbeitung!
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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Tabelle von Fourier-Transformationen (1)

s(t) S(f) /S(f)]
! ] ! - 1
T Te(etT /
E (T>0) _
xponen - 1+)2%Tf
' tialimpuls
1 =ItI/T !
i 27 * (1>0) ’ /\
Doppelex - 1+(2mTf)2 — -
! ponentialimpuls
1/2T
Y\ ! sgn(t)e=/t!/T . 2 Tf /\‘/\
2T = 1+(2wTf)?
(T>0)
/ /
rect(t) ,
Rechteckimpuls si (xf) AQ/\M
1/2 !
X ,
! si(nt)
si — Funktion rect (f)
1 1/2

aus Ohm & Liike: Signallibertragung
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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Tabelle von Fourier-Transformationen (2)

s(t) S(f) /S(f)]
4”) (1) , ’
l Dirac-Impuls
1 , >< }(/)
Gleichstrom 6 (1) |
4(/) 1 (t) +m
T t f t" Dirac=Impuls-—"1" u(f) '“1 f
!

folge

aus Ohm & Liike: Signallibertragung
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Vorlesung 2: Faltung und Fourier-Transformation

Tabelle von Fourier-Transformationen (3)

s(t)

S(f)

/S(f)]

/

-1mtl
eIt

GauB-Impuls«

-nf2

N

d
NS

.

2cos (2xFt)
cos - Funktion

S(f+F)+b(f-F)

(1)

4
ZA
F

geschaltete
cos~Funktion

i
T f2-F2

/ E(t) 1 ) \
h Sprungfunktion 6(”—1 21rf fl
4E(t)-cos(2xFt) | S (f+F)+6(f=F)

J_f\ML

aus Ohm & Liike: Signallibertragung
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