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Vorlesung 2: Fourier-Transformation

Zweidimensionale Fourier-Transformation

Definition und Eigenschaften der Fourier-Transformation lassen sich auf
mehrere Dimensionen ausdehnen. Wir betrachten Anwendungen in der
Bildverarbeitung und dazu die zweidimensionale Fourier-Transformation.

Achtung: Wechsel der Notation!

» statt Zeit ¢ jetzt Ortskoordinaten x, y

* statt Frequenz [ jetzt Ortsfrequenzen u, v

e statt Zeiotfgnktion s(t) jetzt Grauwertfunktion g(x, y) (auch Io?toeonsitéts- oder Bildfunktion)
G(u,v) = [ [ g(x,y)e ™™ dxdy gx,0) = [ [Gu,v)e”™ ™ dudy

—00 —00 —00 —00

Mit Sinus- und Kosinusanteilen:
G(u,v)=ffg(x,y)(cosZﬂ(ux+vy)—jsin21t(ux+vy))dxdy

o ™~ 1

raumliche Frequenzen
Richtung ¥ = arctan(v/u)

f(xy)

Periode T'=p

|
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—» RICNUNg 1

\ 1

17.04.14 Benjamin Seppke, Grundlagen der Signalverarbeitung, Universitat Hamburg, FB Informatik 2



Vorlesung 2: Fourier-Transformation

KenngroRen des zweidimensionalen Spektrums

Amplitudenbetragsspektrum |G(,v)- \/Re{G(u,v)}2 +Im{G(u,v)}

Leistungsspektrum |G|

Phasenspektrum o -arctan
Re(u,v)

Im(u, v))

Frequenz f=1/p mit p=vu’+)

Richtung _ arctan(z)

u
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Vorlesung 2: Fourier-Transformation

lllustration von zweidimensionaler
Fourier-Transformation

g(x, y)

4]

—
— L

X

X
2D Bildfunktion

Beobachtung: Grolde spektrale Amplituden
treten in Richtungen senkrecht zu
prominenten Kanten der Bildfunktion auf

Amplitudenbetragsspektrum in
Grauwertdarstellung
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Vorlesung 2: Fourier-Transformation

Beispiele fiir zweidimensionale
Fourier-Transformation
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Vorlesung 2: Fourier-Transformation

Faltung und Filtern

Der zweidimensionalen Faltung entspricht eine Multiplikation im

Frequenzraum. w o
f)= [ [e(s,t) hx=s,y-1) ds di

* Faltung Yoo oo
* Im Frequenzraum: F{f(x,y)} =F{g(x,y)}'F{h(x,y)}

Anwendung von Filtern:
Gewlinschte Bildanderungen (z.B. Weichzeichnen, Scharfzeichnen) kénnen durch
1. Fourier-Transformation des Bildes, dann
2. Multiplikation der Fourier-Transformierten mit einem Filter H(u, v), dann
3. Ricktransformation des Ergebnisses bewirkt werden.
Beispiel: Tiefpassfiltern 3

x*+y? u“+v
1 -

h(x,y)= py— e 2 H(u,v)= F{h(x,y)} 1 ST
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Vorlesung 3: 2D Fourier-Transformation und diskrete Systeme

Geschichte von diskreten Systemen

Urspringe: Analoge Signalverarbeitung in Theorie und Praxis. Aber
Riickschlisse von diskreten Werten auf kontinuierliche
Zusammenhange (z.B. Astronomie).

19. Jahrhundert: Rechenmaschine von Babbage, Hollerith-Maschine

1941: Konrad Zuse baut 1. Digitalrechner (Z3)

1943: Watson (IBM):  "Ich glaube, es gibt einen weltweiten
Bedarf von etwa funf Rechnern."

Seit 1948: (Shannon) Abtasttheorem klart Digitalisierung, aber

technische Gerate bleiben weiterhin analog

1970: Olson (DEC): "Es gibt keinen Grund, warum jemand einen
Computer zuhause haben wollte."

Seit ca. 1975: Diskrete Signalverarbeitung wird an Universitaten gelehrt
1981: IBM-PC




Vorlesung 3: 2D Fourier-Transformation und diskrete Systeme

Diskrete Systeme

Vorteile gegenlber analogen Systemen:

. - s(t)}
* Storimmunitat wert-und zeitkontinuierlich
T (analog)
e Stabilitat /
. . ot  \JU\ T
* Reproduzierbarkeit [Guanfisieran]
* Flexibilitat Sq(t)}] salt) sqlt): wertdiskret und
zeitkontinuierlich
sq(t): wertkontinuierlich
l l . und zeitdiskret
Nachteile: 0o T ToT o T
T . Abtastung| 4- - — 4 - - - [ Quantisierung|
* Geschwindigkeit ‘ P S ’ wert-und zeitdiskret
. . S G (digital)
* Quantisierungseffekte { 1 { ) ’
. 5 —
* Preis bei einfachen Anwendungen Codierung l

zweiwertig und
| || || l | zeitdiskret

. . . 0 t—
Beispiele: Klingel, mechanischer Rechner, Temperaturregler, Vergaser
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Vorlesung 3: 2D Fourier-Transformation und diskrete Systeme

Ideale Abtastung eines kontinuierlichen Signals

s(t)t s, ()t

/_\_/r\ -
/I JLIUUH

NS t— T T0 T2 t—

nt, Annaherung durch Rechteckimpulse

So (1) =s(1) 2 rect(

n=—o0 O

: nach Grenzubergang werden aus
= S(t—-nT) = T)o(t —nT
0 S(t);_oo (=) ,,zE_mS(n o-nt) Rechteckimpulsen Dirac-Impulse

"Idealer Abtaster" liefert Folge von Dirac-Impulsen, die mit den Werten der
kontinuierlichen Zeitfunktion skaliert sind (T = Abtastperiode).

So“’)T!;
< 11
\//? H?sﬁ“’ T .'TO'Tz'rTi’—r_
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Vorlesung 3: 2D Fourier-Transformation und diskrete Systeme

Spektrum eines abgetasteten Signals

Welche Unterschiede ergeben sich zum Spektrum des kontinuierlichen Signals?

Korrespondenzen:
s(t) O—@ S(F) l © k. 1 < k
) O S D S.(NH=5() Tk=§_mj (f =) Tk;_wj (f =)

5(t-nT) O—® S(f— k/T)

Das Spektrum des abgetasteten Signals ist die Uberlagerung von
Originalspektren, jeweils verschoben um ein Vielfaches der Abtastfrequenz 1/T.

-
—

bsuf)=S 4 sif-K
Sif)t S| 0=3 T Stt-7)

3
Beispiel: S(f) = Spektrum eines Signals mit Grenzfrequenz f,. Das Spektrum des
abgetasteten Signals ist im Grenzbereich durch die Uberlagerung "verzerrt".
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Vorlesung 3: 2D Fourier-Transformation und diskrete Systeme

Riickgewinnung des kontinuierlichen Signals

Das urspriingliche kontinuierliche Signal kann
nur dann fehlerfrei zuriickgewonnen werden,

T Defposs Hrel(f)

wenn die Abtastfrequenz mindestens doppelt
so hoch wie die Grenzfrequenz des Signals ist. "
%_ -

PR Y S S
I
f

1 |
1
FONSHL
T |
: - = -
':
| 2fq )
0 fo f—

9 1
T

Zur Rickgewinnung mussen die Wiederholungen des Spektrums bei hoheren
Frequenzen ausgeblendet werden —> idealer Tiefpass erforderlich.

Ubertragungsfunktion eines idealen Tiefpasses:

Hyp(f) = rect( f/(2f,)) o—e 2f,T sinc(2nf 1) L7
Riickgewinnung einer mit 1/7 > 2f, abgetasteten | |

Zeitfunktion:
s(r)=[§s(nT)5(z-nT) *sinc(n%)=nis(nT)sinc(n#) Al A
‘_'_’ ~ \/;nT;\/ hd .
Abtastwerte T
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Vorlesung 3: 2D Fourier-Transformation und diskrete Systeme

Riickgewinnung eines kontinuierlichen Signals
in der Praxis

Bei Superposition von sinc-Signalen wirde der Verlauf zwischen zwei
Abtaststellen von allen Abtastwerten in einer unbegrenzten

Umgebung beeinflusst werden - nicht praktikabel
Jx) 4

Verschiedene verelnfachte Interpolatlonsformen

* Treppenfunktion (mit anschlieRender Glattung)
* Lineare Interpolation (mit anschlielender Glattung)

* Spline-Interpolation (berechnete Glattung)
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Vorlesung 3: 2D Fourier-Transformation und diskrete Systeme

Digitalisierung von Bildern

Bildfunktionen missen vor Bearbeitung durch Rechner digitalisiert werden:

 Ortliche Diskretisierung
Die Bildebene wird durch ein zweidim. Feld von Bildelementen reprasentiert
* Grauwertquantisierung

Jeder Grauwert (“Farbintensitat") nimmt einen von endlich vielen Werten an

e Zeitliche Quantisierung

Grauwerte werden an diskreten Zeitpunkten abgetastet
f(xay’t)e{{fs(xlaylatl)afs(xzaylatl)7 --°afS(xNayMat1)}a
{fS(xlaylatz)afs(xzaylvtz)’ ---?fS(xNayM’tz)},

{fs(xlayl’tp)vfs(xzayptp) IR vfs(xvaMvtD)}}

Ein einzelner Wert eines diskretisierten Bildes wird Pixel
(picture element) genannt.
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Vorlesung 3: 2D Fourier-Transformation und diskrete Systeme

Ortliche Diskretisierung

Rechteckgitter Der Wert einer Zelle
reprasentiert die Bildintensitat,
die "in der Zelle" gemessen wird.

Hexagonales Gitter Gleiche Nachbarschaftsbeziehungen
zu allen 6 angrenzenden Nachbarn
einer Zelle.

Zeilen sind gegeneinander versetzt:

Dreiecksgitter \/\/\/\/
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Vorlesung 3: 2D Fourier-Transformation und diskrete Systeme

Alias-Effekt

Werden Bilder mit einer geringeren Frequenz als der doppelten Grenz-
frequenz abgetastet, konnen kiinstliche Strukturen entstehen (engl.

aliasing).
¥ Ii11 I ’ “. ; !Il" l” ‘ "
l/ Il j rl /'I/" , | |'.' .‘r”',|’| l' |l| : ' o ‘
‘/ [} ,‘l"/’ ,,' “” : “' ..i
lr,“ ‘Hlm““ '
[ “llm' |

i i
I // “"mm...lh’ ™
Original (576 x 512) 143 x 128 71 x 64 35x32

—
-
-
-

e —

/

Zur Vermeidung des Alias-Effektes muss

* entweder mit einer an die Grenzfrequenz des Bildes angepassten
Abtastfrequenz abgetastet werden,

 oder die Grenzfrequenz des Bildes vor Abtastung mit einem
Tiefpassfilter herabgesetzt werden.
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Vorlesung 3: 2D Fourier-Transformation und diskrete Systeme

Abtastung bei TV-Signalen

PAL-Standard:

 Bildformat3:4

5 Vollbilder (50 Halbbilder) pro Sekunde

e Zeilensprungverfahren: 1, 3,5, ..., 2,4,6, ...
* 625 Zeilen pro Vollbild, davon 576 sichtbar
* 64 ms pro Zeile, davon 52 ms sichtbar

e W =5 MHz Bandbreite

Wegen der zeitsequentiellen Zeilenstruktur ist nur 1D-Abtastung erforderlich.
Abtastintervalle von At = 1/(2W) = 107s = 100 ns ergeben die maximale Auflésung.

Mit At = 100 ns und einer (sichtbaren) Zeilendauer von 52 ms ergeben sich 520
Abtastwerte pro Zeile.

In der Praxis werden haufig 512 Pixel pro TV-Zeile verwendet.

e 576x512=294912 Pixel pro Vollbild 1,5
Pixelhohe B 4/512 _15

Pixelbreite B 3/576 A

* Seitenverhaltnis eines Pixels betragt: 1,0
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Vorlesung 3: 2D Fourier-Transformation und diskrete Systeme

Formerhaltende Abtastung bei Binarbildern

Problem:

* Durch Abtastung konnen neue Strukturen entstehen (topologische Veranderungen)
e Shannon's Abtasttheorem hilft nicht, weil Binarbilder nicht bandbegrenzt sind.
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Vorlesung 3: 2D Fourier-Transformation und diskrete Systeme

Formerhaltende Abtastung

Abtasttheorem zur Formerhaltung:

Die Form eines r-regularen Bildes bleibt bei Abtastung mit einem beliebigen
Abtastgitter erhalten, wenn die Abstande der Abtastpunkte nicht groRer als » sind.

Stelldinger, Kothe 2003

"Abstand von Abtastpunkten" = maximaler Abstand von einem
Abtastpunkt zum nachstgelegenen Abtastpunkt
2

"r-regulares Binarbild": @

Tangential berihrende Kreise mit
Radius 2r schneiden keine Kontur
C@

-  Krimmung muss auf 1/ beschrankt sein
— Dicke muss auf 27 beschrankt sein
— Teile miussen mindestens Abstand von 2r haben

18



Vorlesung 3: 2D Fourier-Transformation und diskrete Systeme

"Formerhaltendes" Abtasten beliebiger
Grautonbilder

Das Theorem fir topologieerhaltendes Abtasten kann auf Grautonbilder
angewandt werden, wenn es fir alle Binarbilder gilt, die aus dem Grautonbild
durch Schwellwertvergleich erzeugt werden kénnen ("Niveaumengen").

Abtastung und Rekonstruktion von nicht-r-regularen Bildern
——H

NZY
20N 7

/ btastung und Rekonstruktion von r-regularen Bildern

ik

- ‘ . ’
P
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Vorlesung 3: 2D Fourier-Transformation und diskrete Systeme

Vergleich mit Shannon's Abtasttheorem

Shannon’s Formerhaltendes
Abtasttheorem Abtasttheorem
notwendige bandbegrenzt mit r-regular
Bildeigenschaft Bandbreite W
Gleichung r’ 1 ,
| d<——
& ) < F<r

rekonstruiertes

identisch mit Originalbild

dieselbe Form wie Originalbild

(generalisierbar zu n-D)

Bild
Vorfiltern Bandbegrenzung durch Regularisierung:
Tiefpassfilter ungeldstes Problem
(kann aber Form verandern!)
2D Abtastgitter Rechteckgitter beliebige Gitter
Dimensionalitat 1D 2D

(teilweise generalisierbar
zu n-D)




Vorlesung 3: 2D Fourier-Transformation und diskrete Systeme

Quantisierung von Grauwerten
Quantisierung transformiert kontinuierliche Werte einer
Grauwertfunktion in diskrete Werte.

Typischer Wertebereich: 2 ... 212 Quantisierungsebenen

Weniger als 2° Quantisierungsebenen kdnnen beim
Betrachten durch das menschliche Auge kinstliche Konturen
erzeugen.

Beispiel:

256
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Vorlesung 3: 2D Fourier-Transformation und diskrete Systeme

Quantisierungskennlinien

AN-1
Uniforme Quantisierung: %
 Diskrete Werte haben gleiche Abstande
auf der kontinuierlichen Grauwertskala.

* Uniforme Quantisierung kann Quantisierungs-
ebenen "vergeuden", wenn unwichtige
Grauwertbereiche unnotig hoch aufgelost Y%

o

werden.

Quantisierung mit logarithmischer Kennlinie:

* Niedrige Grauwerte werden in mehr diskrete

I I I I
L

Grauwerte abgebildet als hohe Grauwerte

Anmerkung:

Bei Menschen hangt subjektive (wahrgenommene)
Helligkeit annahernd logarithmisch von der
gemessenen Helligkeit ab. Dies kann durch

max

\4

entsprechende Kennlinien bericksichtigt werden.

v

17.04.14 Benjamin Seppke, Grundlagen der Signalverarbeitung, Universitat Hamburg, FB Informatik

22



Vorlesung 3: 2D Fourier-Transformation und diskrete Systeme

Optimale Quantisierung (1)

Annahme:

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung p(z) fiir kontinuierliche Grauwerte ist
bekannt, es stehen N diskrete Grauwerte zur Verfiigung.

Ziel:

Wahle die diskreten Grauwerte gn und die Grenzen der Diskretisierungs-
intervalle zn derart, dass der mittlere Quantisierungsfehler dg minimiert wird.

Vorgehen:

N-l z,,
Minimiere: d; =2 f(z—qn)zp(Z)dZ
n=0 1z,

durch Nullsetzen der Ableitungen:

0 ™
6—615 =(z,-4,.)" P(z,)-(z,-¢,) p(z,)=0 fiirn=1..N-1

n

5 4l
—d=-2[(z-4,)p(z)dz=0 fiirn=0 ... N-1

0q,
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Vorlesung 3: 2D Fourier-Transformation und diskrete Systeme

Optimale Quantisierung (2)

Losung flr optimale Intervallgrenzen:
Z, =%(qn_1 +¢g,) firn=1..N-1 wennp(z, )>0

Jede Intervallgrenze muss genau in der Mitte zwischen benachbarten
Quantisierungswerten liegen.

Zn+l

f zp(2)dz
q,=————— fiirn=0...N-1

Zp+l

[ p(2)dz

Zn

Jeder Quantisierungswert liegt auf der Schwerpunktskoordinate der
korrespondierenden Flache der Grauwertverteilung.

Pt — Optimale Quantisierung
kann durch einen iterativen
! Algorithmus bestimmt

7 a4 werden, der mit arbitrarem

0 2, 2,z Zz > |z, beginnt.
1 %2 %3 1
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Vorlesung 3: 2D Fourier-Transformation und diskrete Systeme

Binarisierung

Bei vielen Anwendungen ist es nltzlich, nur zwischen zwei diskreten Grauwerten
zu unterscheiden, "schwarz" and "weil8", oder "1" und "0", "Objekt" und
"Hintergrund".

Beispiel: Objekt von Hintergrund trennen ("segmentieren")
Binarisieren = Bild in Binarbild transformieren

Binarisieren kann bei kontinuierlichem oder hoher aufgeldstem Grautonbild
erfolgen, auch bei verarbeiteten Bildern, z.B. Gradientenbetragsbildern.

. yi <
Schwellenwertvergleich:  g(x, y) = 0  firgx,y <T Tist Schwellenwert
1 fiirg(x, y)>T
Grauwerte 0 — 255 | SIInwrt 64 Schwellen\{v_t::-rt 32 Schwellenwert 16

F————————

r FrrEr s Erhaqperntosuswne Tars

Lottes s taer Farad

systorsn snil £y 2tecwy rred? abnyee Pyusf -
sporewayy bis PRIV R N2 S0 Vol
r-ﬂ' e rachrcrftt habrasrsy,

e v war Ihvneran

*m‘.” eirvige Probilerne aous
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Vorlesung 3: 2D Fourier-Transformation und diskrete Systeme

Schwellenwertbestimmung durch Probieren

Ein Schwellenwert, der Objekt und Hintergrund perfekt trennt,
existiert nicht immer.

Auswahl durch Probieren:
Wahle Schwellenwert, bis eine Bildeigenschaft erfullt ist, z.B.

# weille Pixel

* Verhaltnis von schwarzen zu weil3en Pixeln q = {,

p # schwarze Pixel

° L|n|enbre|te Linienbreite - dO

e Zahl der zusammenhangenden Komponenten Komponentenzahl = n,

Bei logarithmischer Suche kann die Zahl der Probeversuche klein gehalten
werden.

Beispiel:

Um einen Schwellenwert 0 < 7'<255 auszusuchen, braucht man hochstens &
Versuche zur Bestimmung der besten Anndherung an ¢,

17.04.14 Benjamin Seppke, Grundlagen der Signalverarbeitung, Universitat Hamburg, FB Informatik 26



Vorlesung 3: 2D Fourier-Transformation und diskrete Systeme

Schwellenwertbestimmung aufgrund der
Grauwertverteilung

Eine Grauwertverteilung (Wahrschelnllchkeltsdlchte oder

Histogramm) kann bimodal sein:

Was ist ein plausibler
Schwellenwert?

Pz

Zwei Ubliche Methoden zur Bestimmung elnes plausiblen

Schwellenwertes:

1. Suche das ,Tal“ zwischen
zwei ,,Hugeln“

2. Passe Hugelschablonen an
und bestimme (deren)
Schnittpunkt.

p(Z)




