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Jean Baptiste Joseph de Fourier (1768 — 1830)
franz. Physiker und Mathematiker, mit 18 Jahren zum Professor ernannt, Schiler

von Lagrange, Lehrer von Dirichlet, Namensgeber der Universitat in Grenoble,

Veroffentlichte u.A. die Analytische Theorie der Wérme (1822), in der auch
erstmals der Begriff | ‘effet de serre (Treibhauseffekt) eingefiihrt wird.



Fourierreihen und Fourieranalyse Motivation

Motivation

Ublicherweise werden eindimensionale Signale und die auf sie von Systemen ausgelibte
Wirkung als Funktion der Zeit betrachtet (Darstellung von Signalen als Funktionen im
sog. Zeitbereich bzw. von 2-dimensionalen Signalen im Ortsbereich!). Dies entspricht
unserer naturlichen Betrachtungsweise, die auch mit unserer Empfindungsweise
ubereinstimmt: Alle wahrnehmbaren Vorgange werden als Funktionen der Zeit gesehen,
z.B.

« Schwingungen eine Masse-Feder-Systems,
» Oszilloskopanzeige des Signalverlaufs einer Spannung,

 Wachstumsprozesse, ...

Dem gegenuber steht die mathematisch z.T. sehr aufwendige analytische Behandlung
relativ einfacher Vorgange, die als Funktion der Zeit (bzw. des Ortes) beschrieben sind.
Der problemspezifische Aufwand kann erheblich reduziert werden, wenn man bei der
Signaldarstellung vom Zeit- bzw. Ortsbereich in den Frequenzbereich Ubergeht. Hierbei
wird nicht mehr der Verlauf des Signals Uber die Zeit betrachtet, sondern als Ergebnis
der Uberlagerung periodischer Elementarsignale unterschiedlicher Amplitude, Frequenz
und Phase aufgefasst.
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Fourierreihen und Fourieranalyse Allgemeines

Allgemeines

Eine periodische Funktion der Periode T'= 27t (Periodizitat: s(¢) = s(#+7) ) sei in eine
Reihe nach trigonometrischen Funktionen zu entwickeln:

f(x)= % + Z (a,coskx + b, sinkx) (Fourierreihe)
=1

Die Entwicklung einer Funktion in eine Fourierreine bezeichnet man als

harmonische Analyse.

Praktische Anwendungen
(s. numerische harmonische Analyse)

Betrachtung einer endlichen Zahl von Gliedern der Reihe, so dass die Summe eine
Approximation der Funktion f durch ein trigonometrisches Polynom ergibt.
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Fourierreihen und Fourieranalyse Allgemeines

Es kann gezeigt werden, daf bei Approximation einer Funktion f{x) € L?(-rt, 1) (Raum
der quadratintegrierbaren Funktionen, ein Hilbertraum) durch ein trigonometrisches

Polynom o n
s, (x) = 70 + Z (at, coskx + B, sin kx)
=]

(das Funktionensystem %,cosx, sin x,cos 2x,sin 2x,K ist ein vollstandiges

Orthogonalsystem)

der mittlere quadratische Fehler §° =ﬂ! (f(x) -5, (x) )2 dx genau dann minimal wird,

wenn man fur o, B, die sog. Fourierkoeffizienten der Funktion f(x) wahlt, die sich

bestimmen aus

o, = %ff(x) cos(kx)dx, k=0,2,...

B, = l} f(x)sin(kx)dx, k=12,...
T -7
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Fourierreihen und Fourieranalyse Allgemeines

Anmerkung:
Raume generell: Funktionenraume, in denen bestimmte Eigenschaften bezuglich der

Elemente gelten

Hilbertraum:

linearer Raum £ mit Skalarprodukt und Norm ist ein normierter Raum;

er ist daruberhinaus unitar, wenn das Skalarprodukt stetig ist und die

Parallelogrammidentitat gilt;

ein dann noch vollstandiger Raum heif3t Hilbertraum

Kurz: ein vollstandiger Vektorraum mit Skalarprodukt

Es gilt weiterhin, daf3 s, (x) bei Verwendung der Fourierkoeffizienten im quadratischen

Mittel gegen f konvergiert:  |im f(f(x) —5,(x)fdx=0
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Fourierreihen und Fourieranalyse Allgemeines

Perioden 2m =T

Hat eine zu entwickelnde Funktion die Periode 7'= 2m (anstatt 2m), so wird die

2
T

der trigonometrischen Funktionen in den Gleichungen fur die Fourierkoeffizienten

Veranderliche x durch <% x = 7L x ersetzt. Dadurch verandern sich die Argumente

und die Fourierreihe zu

sin\ m sin T

o) o2

Entwicklung nicht-periodischer Funktionen in einem abgeschlossenen Intervall 2m:

Formal wird die Funktion links und rechts des abgeschlossenen Intervalls als
periodisch fortgesetzt gedacht, so daf sie in eine Fourierreihe entwickelt werden

kann

(Die sich ergebenden Funktionswerte aulBerhalb des Definitionsintervalls

interessieren in diesem Fall nicht!)
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Fourierreihen und Fourieranalyse Herleitung der Bestimmung der Fourierkoeffizienten

Herleitung der Bestimmung der Fourierkoeffizienten

N k [k
Die 0.g. Reihe fl(X)=%+Z(akcos( ﬂx)+bksm( er))

= m m

m

= E (ak cos (kw,x )+ b, sin (kayx ))
=0

kann ebenso in Form von f,(x) = Z (ak cos(kﬂ) +b, sin(k—m)) oder
=0 m

mit w, =7E,T =2m

(siehe Exkurs: komplexe Zahlen)

notiert werden. Die offenkundige Differenz zwischen f; und f, um den Betrag a,/2 wird
spater bei der Bestimmung der Fourierkoeffizienten wieder ausgeglichen (siehe
nachfolgende Rechnungen)
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Fourierreihen und Fourieranalyse Herleitung der Bestimmung der Fourierkoeffizienten

Gewinnung der Fourierkoeffizienten (hier: Ableitung der a;)
(i) Multiplikation der Reihe f(x) = ; (ak cos(kwyx) + b, sin(ka)ox))mit cos(mam,x) und
=0

anschlie3ende Integration Uber ein Intervall der Periodenlange T, im allgemeinen

= _T pi = T.
von x = —% bis x =5
T/2 T2 &
f f(x)cos(mw,x)dx = f Z (a, cos(kwyx)cos(mw,x)
-T/2 -T/2 k=0

+b, sin(kw,x) cos(maw,x) )dx

(i) Laut Voraussetzung konvergiert die Reihe = Vertauschung von Integration und

Summation

/2 w [ T2
f S (x)cos(maw,x)dx =2 f a, cos(kw,x)cos(mw,x)dx
-T/2 =0\ -7/2
7/2
+ f b, sin(kw,x) cos(mw,x)dx
-7/2
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Fourierreihen und Fourieranalyse Herleitung der Bestimmung der Fourierkoeffizienten

(iif) Aussagen uber die Gleichungskomponenten der rechten Seite:

Nutzung der Orthogonalitatseigenschaften, es gelten:

7/2
f sin(kw x)-cos(mw x)dx =0  (k, m € Z)
-T/2
- (0, flrk=m
sin(kw,x) - sin(mw,x)dx = %, firk=m=0
172 0, firk=m=0
/2 (0, fUurk=m
cos(kw,x) - cos(mw,x)dx = %, firk=m=0
-7/ T, furk=m=0

vgl. BRONSTEIN Taschenbuch der Mathematik, Tabellen bestimmter Integrale:

fsin(mx)sin(nx) =0, T mnEe

/4

0, firm=n
fcos(mx)cos(nx)=5m’n T m,nEe

=T

Kroneckersymbol: 0, = %
’ I, furm=n
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Fourierreihen und Fourieranalyse Herleitung der Bestimmung der Fourierkoeffizienten

=> Nur fiir k = m ergeben die Integrale der rechten Seite in (ii) (Elemente der Summe)

einen von Null verschiedenen Betrag, es gilt demnach:

T/2f( Jcos(knr)d /2 > s = | I firk>0
X)COS(KW,X )AX = a, COS X )ax =

_!/2 ’ _!/2" ’ {ak T, firk=0
2 72 172

== J' £ (x)ecos (kwyx)dx, a, = ! f(xdx  (Mittelwert)

Analog ergibt sich b, zu
5 TP
b, =— f f(x)sin(kw,x)dx, b, =0

_zyz

Die Koeffizienten g, und ay., unterscheiden sich um den Faktor 2;

fur eine einheitliche Angabe der Koeffizienten muld die Fourierreihe in die oben

erstgenannte Form gebracht werden'

f(x)="+ Z (ak cos(kwyx) + b, sm(ka)ox))
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Fourierreihen und Fourieranalyse Satz von Dirichlet

Generelles Problem: Was muss fur eine periodische Funktion gelten, damit sie in eine

Fouriersche Reihe entwickelt werden darf?

Satz von DIRICHLET!

Forderung: f(x) geniige in (-7/2, T/2) den DirRicHLETschen Bedingungen

i) Das Intervall (-7/2, T/2) lasst sich in endlich viele Teilintervalle zerlegen, in

denen f(x) stetig und monoton ist.

i) Istx, eine Unstetigkeitsstelle von f(x), so existieren der links- und der

rechtsseitige Grenzwert:
(%) =Tim f(x, =€) und  f(x,) = lim f(x, +¢)

Dann konvergiert die Fourierreihe von f{x) und es gilt:

a n f(x), falls f in x stetig
;gmw(gh ot cos(l) + B sinfl) | 1 ,5) + 1,5
= 5

, sonst

T GusTav PETER DIRICHLET (1809 — 1859), dt. Mathematiker, Schiler von Fourier, Nachfolger von C. F. GAuss an
der Universitat Gottingen
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Fourierreihen und Fourieranalyse Numerische harmonische Analyse

Numerische harmonische Analyse

Geg.: Funktion f{x) im Intervall 0 < x < T nur auf einem diskreten System von Punkten

A f(x)

X, =%T, (k=0,1,K ,N-1)

T >
- Abtastpunkte W — A — N
ASS T

Da es sich bei 1D-Signalen in technischen Anwendungen meist um zeitabhangige

Signale handelt, wird im folgenden mit einer Signalfunktion s = s(¢) gearbeitet!

= Auch fur ein derartiges diskretes Signal Iaf3t sich eine naherungsweise
Darstellung durch ein trigonometrisches Polynom bestimmen.

Das diskrete (abgetastete) Signal s, ist dann definiert als

s, =s(t=kA)= S(t = %T)
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Fourierreihen und Fourieranalyse Numerische harmonische Analyse

Es wird hier angenommen, dall N gerade ist (N=2n) und k damit durch ein Intervall

-n, ..., 0, 1, ..., n—1 laufen kann (gegeniiber dem o. g. Intervall [0, T| entspricht
dies einer einfachen Koordinatentransformation!).

Mit # = kA und der endlichen Fourierreihe s(kA) = s, 5

(als Approximation der Originalfkt. s(¢) im Intervall T

-T2 < t < T/2) ergibt sich eine Menge von N - s
Gleichungen fur N unbekannte Konstanten. Die Gleichungen lauten: (n=06)

n-1
si =y +2Y (a,, cos(2mmfikA) + b, sin(2mfikA) )+ a, cos(2mmfikA)
m=1
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Fourierreihen und Fourieranalyse Numerische harmonische Analyse

Bsp. eines Signals, das fur 12 Melpunkte As(t)
definiertist, d.h. N=2n=12

= Es ergeben sich 12 Koeffizienten

\> t
Ay, Ayy .y Ay by, by, ..., bs UNd SOMIL \/\/

5
S, =a, + 22 (am cos(2xmf,kA)+b, sin(27rmf1kA)) +a, cos(127 f kA)
m=1

Wahlit man f, = ﬁ(= %) so vereinfacht sich die Losung fur o. g. Gleichung zu
n-1 . ) .
Sy =dy+2 ) |a,cos ZJIm—k + b, sin 2er—k +a, cos 231M
m=1 N N N
> A “ N=2n
cos k1t
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Fourierreihe und Fourieranalyse Numerische harmonische Analyse

Bestimmung der Koeffizienten

m=0

c k : -k
Alternativdarstellung (Gesamt-Summe): s, = E (am cos(ZJr mT) +b, sm(27r mT))

[k
Multiplikation mit 008(276 W) (zur Bestimmung der a,,) und Summation tber 7:

n-1 . n-1 n . .
E S, cos(2n%) = 2 (Eam cos(anTk)cos(Zn%

k=-n k=—n\ m=0

+b_sin 27‘6M *COS 2Jrﬁ
N N

n n-1 . .
E(am cos(2nm—k)-cos(2nﬁ)
N N

k=—n

n-1 . .
+bmzsin 2nm—k " COS 2nﬁ

k=-n ]v' )V

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg Il-16



Fourierreihe und Fourieranalyse

Numerische harmonische Analyse

Entsprechend der Orthogonalitatseigenschaften (siehe Herleitung fir a,!) gelten

kgns1n(2n%k)cos(2n Zj) 0,
n-1 0,
S sin () in (1))~ 1+
k=— \0’
0,
E cos( )cos( )—<%,
k=- N,

also (entsprechend fiir sin)

(I,LmeEZ)

firm = [
firm=1[=0,n
firm=1[=0,n
firm = [
firm=1[=0,n

firm=1[=0,n

n-1 n-1 k
Sy cos(2n—)=am COS ( )
an 2 Y/ E, (I=m=0,n)
~ > 2
N, (I=m=0,n)
( m- k) 1 - ( n: k)
—Eskcos 2m——|, a,= Sp, A, =— skcos 2m——
Nk k=—n - N %

» cos(kr)

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg
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Fourierreihen und Fourieranalyse Numerische harmonische Analyse

Grund-(Fundamental-)Schwingung und Oberschwingungen
(Harmonische):

Grundfrequen f : :
u uenz: =—0/|=—
\ AN T

. /_//
Oberfrequenzen:  Sinus- und Cosinusfkt. mit FU fofe
Vielfachen (Harmonischen) ;,“ \ ./ z \\
/ >
| A \ /| \ 1\ \ Vi
\ ," ..."‘-. “'II .x"‘" ll'l .‘d ll*. :‘.J-"‘
der Grundfrequenz f, x z‘ VANY,

fi=if,(i=2,3,..)

= hochste Frequenz: f =

213
>
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Fourierreihen und Fourieranalyse Numerische harmonische Analyse

Fourierkoeffizienten (in einheitlicher Darstellung!)

Fir f, = —— konnen die Koeffizienten a, und b bestimmt werden zu
' NA " "

1
a,, %E os(2nm—k)

1
b, %ES" s1n(2nm7k), m=0,,....n

1 n-1
m=0: a,= N}{Zﬂsk -cos(O) (Mittelwert)
1 = :
b, = N,{Znsk -sin(0) =0

=0

Fir eine ungerade Anzahl N von Abtastpunkten, d.h. N =2n — 1, ergeben sich
entsprechende Gleichungen; fur s, entfallt der a, — Term.
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Fourierreihen und Fourieranalyse Beispiele zur Fourieranalyse

Beispiele zur Fourieranalyse

(1) Harmonische Analyse eines periodischen Rechtecksignals

f(t
+A, fuerO<r<% AA() =
f(t) = T
-4, fuer -5 <t<0
T3 I
(punktsymmetrisches, ungerades Signal) __ A

Berechnung der Fourierkoeffizienten:

2( © T/2
a, = T( f— Acos(k - w,t)dt + jO'A cos(k - a)ot)a’t]

)
/2
=0
0

0

+
-T/2 ) (1)0

sin(k - wyt)

=2 -4 sin(k - wyt)
T\ k- w,

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg Il -20



Fourierreihen und Fourieranalyse Beispiele zur Fourieranalyse

) 0 7/2 74
by=—| [-Asin(k-w)dt+ [Asin(k-o)dt | = “Z(1-cos(kr))
T km
-T)2 0
ﬂ, furk =13.5,...
= kn
0, furk=0,2,4,...
A |bk| Abnahme der Amplitude umgekehrt proportional zur Frequenz;

hier: stark oberwelliges Spektrum, da kw, = 0 fur k — .

. I A S
N 3w, Sm, T, 90)0)0)
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Fourierreihe und Fourieranalyse Beispiele zur Fourieranalyse

(2) Numerische harmonische Analyse eines diskreten(!)
periodischen Signals

At
5, furO<t<4 T 2

_5, fird<t<6 N
R 74 T g !
e
« Uber die Periode T werden an N diskreten Werten von ¢ die MeRwerte

1) - {

abgenommen (N = 6);
unter Berlicksichtigung der DIRICHLETschen Bedingung fur ¢ € {0, 4} lautet die

Melreihe wie folgt:

6 MeRwert Lo L2 A N=6N=2nn=3
eiswerte . = =0, /VN= w
flolsTs]s]ol-s 7

Mit der 0.g. Koordinatentransformation ist das Intervall » damit bestimmt zu:
r=-3,-2,—-1,0,1, 2.
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Fourierreihe und Fourieranalyse Beispiele zur Fourieranalyse

. Fourierkoeffizienten

1 2mkr
a, =ﬁ2frcos( N )

1 2w kr
b, =— sin , k=0,12,3
SN (N)

27tk . 27k
Fourierreihe: f, =a,+2) la, cos 4 b, sin il , k=123
N N
«  Fourierreihe lauft fur die Variable r Uber den Bereich des o.g. Intervalls [-3, .., 2]!
a, - cos 27k r\
g . 2wk
Lmit — = w,
. 2wk N : : : .
b, .smTr‘ R bezieht sich auf eine ,normale” Periode
der sin/cos-Schwingungen von 2.
T = 2_7[ = a)o — 2_.7'[
W, T
T 21 _ N
27k k
N
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Fourierreihen und Fourieranalyse Beispiele zur Fourieranalyse

«  Berechnung der Koeffizienten a, und b,; k=0, 1, 2, 3:

ao=é(0°cos2n A )+5-cos—2ﬂo.(_2)+5-cos—2ﬂoé(_l)+5-cos2n2.o+
0-cos? 6'1+(—5)-c032”§’2)

a, = %(COS(O) + cos(0) + cos(0) - cos(O))== %

b, = %(sin(O) +sin(0) + sin(0) — sin(0) )= 0

a 1 0-c 0%)+5-cos—2n1.(_2)+5-cos—2m.(_1)+5-cos—2m.0+
1
6 6 6 6 6

0-co 2 ¢ +(—5)-c0s2n1'2)

AW

a, =%(cos(—%n) +cos(—%n) +cos(0)— Cos@n)) =%(—%+%+1—(—%)) 4

b =§(_%ﬁ+(_gﬁ)_§ﬁ)=-§ﬁ

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg Il -24



Fourierreihen und Fourieranalyse Beispiele zur Fourieranalyse

az=é(0'coszn 6 _3)+5°c052n26( 2)+5 coszﬂ2 (= 1)+5 coszﬂ2 0

=2 (cos(- 4 )+ cos- 3 )+ cos(0) - cos(in ) = g( 4 (_) (l))i

de o) )

273 ( w3 (=) 0032”3 0,

)

a =l 0-co 2 _3)+5~coszﬂ3 (2) +5-cos
> 6 6

+( 5)- cos

—(cos(— 2n)+ cos(— .7'17)+ cos(O) COS(2J'L’ )) =

= g(sin(— 23r)+ sin(— n)+ sin(O)— sin(ZJr )){
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Fourierreihen und Fourieranalyse Beispiele zur Fourieranalyse

« Es ergeben sich somit die Schwingungen:

k a b,
Mittelwert 0 §= 1.67 0
Fundamentale 1 % =1.25 —%f =-2.16
2. Harmonische 2 % =0.42 %ﬁ =0.72
3. Harmonische 3 0 0
«  Amplituden- und Phasenreprasentation, R, und @,:
R, =+la; +b], ®, =tan” —Z—’;
k 0 1 2 3
i 0 ; 3 ;
R, §=1.67 §=2.50 %=0.84 0
D, 0° 60° -60° _—

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik,
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Fourierreihen und Fourieranalyse Fouriersynthese

Fou riersynthese anhand der vorangegangenen numerischen
harmonischen Analyse des diskreten periodischen Signals

8 1 T 1 T 1
e EE——
4 /’ % 2
/ ‘i OB
.l B e . Y, -
; P . cos-Terme

—f,-_-: o _: S “~. 5 ,F-’"’ a3 : __;‘\ 5 . = 5 : :‘- - ‘-\:\— -'\,\_ e p—r—

0 — L s —— = -1
S R T T
. ! 2 . sin-Terme

o’ \‘_\-‘- '.l Jf,/ - N

2+ ,f .
v / 11)
\ ""l [ i —gey—
4 , , -
N /

_6 1 | | | |

-3 -2 0 1 2 3 r

n—
=a,+2: Z a, COS=3~ 2” k.p+b, sin 2’;/‘ Koordinatentransformation: ¢t =r + 3
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Fourierreihen und Fourieranlyse Amplituden- und Phasenreprasentation

Amplituden- und Phasenreprasentation

Fur eine Grund- bzw. Oberschwingung gegebener Frequenz liegen jeweils zwei
harmonische Schwingungen cos und sin vor, deren Amplitude durch die zugehérigen
Fourierkoeffizienten a, bzw. b, bestimmt wurden. Die Uberlagerung eines solchen

sin-/cos-Paares ergibt eine neue cos- (oder sin-) Schwingung derselben Frequenz,
jedoch mit einer von den jeweiligen Amplituden abhangigen Phasenverschiebung.

Die Gleichung fir s, lalt sich damit vereinfachen zu

n-1
s, =R, + 22 R, cos(2amfikA + @, ) + R, cos(2mmnfkA)
m=1

mit R, =+ a, +b, Ay=tan”'(x)

D = tan‘l(——

SQ S
N~————
Il
I
—
o
bI
/%
< ‘b‘
SN
SN~—————
|
|
|
|
|
|

SIE
I
|
|
|
|
|
|
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Fourierreihen und Fourieranalyse Amplituden- und Phasenreprasentation

JU
Fira, =b, = R, =\2a,.0, = -

a,=0,b,=0 =R =a,,®, =0

=> C0S (X)

a,=0,b, =0 =R =b & =-Yon

=> c0s (x — 7/ 2) = sin(x)
Ein Signal lasst sich nun mithilfe von (phasenverschobenen) Cosinus-Schwingungen
(oder alternativ dazu Sinus-Schwingungen) approximieren!

Die Amplituden R und Phasen @ der einzelnen (Cosinus-)Schwingungen lassen sich

jeweils als Funktion der Frequenz f'darstellen und man erhalt als Signalreprasentation
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Fourierreihen und Fourieranalyse PArRsevALsches Theorem

PARSEVALSches Theorem

Der mittlere quadratische Wert des Signals s, ist

n-1
1 2

und wird als mittlere bzw. gemittelte Leistung des Signals s, bezeichnet.

Es qgilt (ohne Beweis)

1n1

si =R +2Y R +R’.
Nk nk 2

In Worten: Die mittlere Leistung des Signals s, kann in die Beitrage zerlegt werden,

die aus jeder Harmonischen hervorgehen;
fur die O-te und n-te Harmonische ist der Beitrag R, %;

fur die m-ten Harmonischen ist die mittlere Leistung jeweils 2 R 2.
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