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Elementare Signale Motivation

Elementare Signale

Motivation

Zielsetzung ist die Beantwortung der Frage, wie sich ein Signal bei der Ubertragung
uber ein System (Nachrichtenkanal, Verstarker, "black box", ...) verhalt.

+ s() 0

/\/_\/\/\/\E:> System <?>
> ¢

Hierzu werden einfache, in ihnrem Verlauf vollstandig bekannte Signale s(¢) angegeben
und der zeitliche Verlauf der Ausgangssignale y(¢) berechnet.

N

v
~

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg V-3



Elementare Signale Elementarsignale

Elementarsignale

Sinus-Signal s(t) = sin(wr)
Gaur-Signal S(l‘)= exp (—%tz)
A H(t)
. 0, firt<0 1
Sprungfunktion s(t)=H(t) = ]
I, firt=0 _
(HeAvisIDE-Fkt.) 0 >1
tIL(2)
Rechteckimpuls () =0 = | * T 1= 1
echteckimpuls  s(?)=11,(?) = O,fijr\t\>% .
)
/ﬁA\(t)
1-|e, fur | <1
Dreieckimpuls ) =A@l)= ’
P S() () { O,ﬁ:ll"t‘>1 -1 | 1 >t
tsgn(r)
- 1, firt<0 1
Signum-Funktion s(f) =sgn(t)=J 0,flrt =0 ‘
1, fiirs>0 0 Tl
-1
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Elementare Signale Signaltransformationen (Koordinatentransformationen)

Signaltransformationen (Koordinatentransformationen)

* Verschiebung
Verschiebung um den Faktor ¢,
durch Ersetzen der Zeitkoordinate ¢ ...durch ¢ —¢,

... hach rechts ... hach links
...durch ¢+ ¢,

* Dehnung (und Zeitspiegelung)
zeitliche Dehnung um den Faktor 7' durch Ersetzen der Zeitkoordinate ¢ durch ;

Es gilt:  fir |7] > 1 wird das Signal breiter (Dehnung)

far |7] < 1 wird das Signal schmaler (Stauchung)

Negative Dehnfaktoren (7' < 0) spiegeln das Signal zusétzlich an der Ordinate.
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Faltung Voraussetzungen, Motivation

Faltung

Voraussetzungen
LTI-System, d.h.

« Lineares System (d.h. Superpositionssatz ist erfullt)

T{E al.sl.(t)} = E aiT{si(t)}= E a,g;(t), T: Transformation

1 1

. Zeitinvariantes System A A

Ts(t 1) = g(t ~ 1) /\
AN

A >‘H"A

— to - — to -
Motivation

Bestimmung einer fur LTI-Systeme allgemeingultigen Transformationsgleichung

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg
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Faltung

Elementare Systemeigenschaften

Elementare Systemeigenschaften

«  Sprungantwort und Impulsantwort

Systeme werden hinsichtlich ihrer Eigenschaften (z. B. Ubertragungsverhalten)

mittels ihrer Sprung- und Impulsantwort charakterisiert!

(i) Eingangssignal:
Sprung,funktion® s(¢) = H(?)

Reaktion des Systems:
Sprungantwort 7{H(¢)} = h(t)

(i) Eingangssignal:
Impuls,funktion® s(¢) = &)

Reaktion des Systems:

Impulsantwort 7{&#)} = g(%)
(auch StoBantwort)

A H(t)
1
> {
A d(t)
A
> {
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Faltung Elementare Systemeigenschaften

= Impulsantwort eines Systems ist die Ableitung seiner Sprungantwort!

Herleitung:

Naherungsweise Darstellung von &(¢) durch

A(?) =és(z‘)—és(l‘—8)

A

— — — —

> t

Unter Verwendung der Linearitatseigenschaften und mit s(*) = H(*) gilt:

g0 =T} )= -))

Ly~ nie-e)
E

lim h(t)-h(t-¢) _ dh(t)
£—0 € dt

=8(1)

WLGRIGED
B E

; h(f): Sprungantwort

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg

IV -8



Faltung Elementare Systemeigenschaften

« Eigenschaften der Impulsfunktion
Impulsfunktion (oder DirRac-StoR oder Diracsche Deltadistribution® (7)) ist im
Gegensatz zur HeavisiDE?-Funktion H(?) keine Funktion im Ublichen Sinn, sondern
es handelt sich um eine sog.

Distribution oder verallgemeinerte Funktion.

Symbolische Darstellung und Definition:

AA() A d(t)
g A
€
e—0 S
> t !
0 € 0
f A(t)dt = f A(t)dt =1 lim f A(t)dt = f S(0)dt =1
0 —0o0 —00 —00

Impulsfunktion ist eine gerade verallgemeinerte Funktion (strukturloser
Einheitsimpuls)
o(t) = (1)

Tbenannt nach PauL AbRIAN MAURICE DIRAC (1902 — 1984), engl. Physiker;
2 benannt nach OLver HEAviSIDE (1850 — 1925), engl. Physiker
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Faltung Elementare Systemeigenschaften

Es gelten:

(i) geq.: eine Fkt. f{(¢) im Gblichen Sinne,

it d : A(t-
es gilt dann f(to).%A___________fl(t_o)ély
Lo
S (1) = S (£ 1
S(@) -0 (1) =f (L) - O (¢-p) (-
Far £,= 0: /
f@-0@=5(0) 0() > t

to t0+8

(i) Ausblend- (Sieb-) Eigenschaft
Die Beziehung f f@)-6(t-1)dt = f(¥)

heil3t Ausblende_iozgenschaft der Impulsfunktion bzw. des DIRAC-Stoles.

Beweis =

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg IV -10



Faltung Elementare Systemeigenschaften

Beweisfuhrung:

« Ersetzen von ¢ durch Tund ¢, durch ¢ in
J(@0) - 0(t-tg) =f(8) - O (t-1y) (s.0.)
ergibt (t = T, t, — 1)
J@ - o(w) =1 o(r0)

« Impulsfunktion ist gerade, d. h. das Vorzeichen des Arguments
kann vertauscht werden (-(7-¢t) = #-1):

J(@ o@D =f(0) o(t-7)

« Ersetzen des Integranden ergibt

}f(r)-é(t -7)dTt = }f(t)-é(t —-7)dT = f(t)'}é(t —-7)dT

~—

=1 u
Sonderfall fir £ =0 (mit &) = &(-1))
[/ @)-(-t)dT = 1 (0)
Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg vV -11



Faltung Faltungsintegral

Faltungsintegral

gegq.: ein LTI-System reagiere auf einen Rechteckimpuls x,(#) der Dauer ¢, und der
Héhe —L mit dem Ausgangssignal y(?)

€0
1 A Xo(t) A Yo(t)
N il
> {
— g,

Bei Normierung auf konstante Flache des Eingangssignals bleibt auch die Flache
des Ausgangssignals fur beliebige €, konstant (— Energie eines Signals).

gesucht: Reaktion y(?) dieses Systems auf beliebiges Eingangssignal x(¢)
(ndherungsweise Bestimmung mittels der bekannten y,(1)=T1{x,(?) } -Beziehung)

Losung: (naherungsweise)

«  Approximation des geg. Signals x(¢) durch Treppenfkt. x (#), die sich aus
entsprechend amplitudenbewerteten und zeitverschobenenen Rechteckimpulsen
zusammensetzt.

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg IV -12



Faltung Faltungsintegral

«  Multiplikation des verwendeten Rechteckimpulses der Hohe % mit x(k-&,)" &,
um zum Zeitpunkt k- g, die Amplitude x(k-g,) der zu approximierenden Funktion
anzunehmen. Es ergibt sich somit

X~ x, (0= S x(k &) 3t —k-g) e,

 Entsprechend dem Superpositionssatz und der Zeitinvarianzeigenschaft
reagiert das LTI-System auf x_(#) mit

D, XUk eq) 3ot =k 8)) 8y = 3,(8) = (1)
_ T{xo(;: keo) }

s(t)
A 11|\

(aus Like, 1988)

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg IV -13



Faltung Faltungsintegral

Das Eingangssignal x(¢) wird nun umso genauer durch x () approximiert, je
geringer die Dauer ¢, des Rechteckimpulses ist — entsprechend wird sich bei

Verkleinerung von ¢, auch das Ausgangssignal y (¢) der Systemreaktion y(?)
nahern.

Grenzubergang: Summen gehen in Integrale Uber und es gelten die neuen
Beziehungen:

Xo() — o)

Yot) — g(®)
key— 1

g, —>dt

2 Faltungsintegrale

x(1) = fx(r) O(t-1)drt (— Ausblendeigenschaft, s.0.)
y(t) = fx(t) g(t-t)dt (— Herleitung der Impulsantwort, s.0.)

> StoR-/Impulsantwort des LTI-Systems!

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg
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Faltung Faltungsintegral

Faltungsprodukt
Das Faltungsintegral y(¢) = fx(r)-g(t —1)dT, das die Reaktion y(¢) eines LTI-

Systems anhand seiner StoRantwort g(t) und dem Eingangssignal s(?) (= x(t))
beschreibt, kann in symbolischer Schreibweise durch das Faltungsprodukt
dargestellt werden

y(t)=s(t)*g(t) (lies: s(f) gefaltet mit g(7))

Ebenso qilt (vgl. erstes Faltungsintegral)

s(t)=s(t)*0(¢)

(= ideal verzerrungsfreies System)

Das Operationszeichen "*" (auch "®") heil3t Faltungs- oder Konvolutionsoperator!

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg IV -15



Faltung Faltungsintegral

« Beispiel und grafische Darstellung einer Faltung

Gegq.: RC-Zweitor (R: Widerstand, C: Kapazitat, Kondensator)

0— 0
s(t) R y(t)
o0— c o

0, O

Die StoRantwort dieses Systems hat die Form eines abfallenden Exponentialimpulses
_1
mit Q=B (1) e T

Gesucht: Reaktion des RC-Systems auf ein Rechtecksignal der Dauer 7|, und der

Amplitude a
P 1A
Als Integrationsvariable (im Faltungsintegral) ,lauft® T
die Zeit T, die Zeit ¢ stellt einen festen Parameter dar! s(t)
CH i

= Die Funktionen s(.) und g(.) sind Uber die Zeit T |
darzustellen -

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg IV -16



Faltung Faltungsintegral

Veranschaulichung des Funktionsverlaufs

- Der Verlauf der StoRantwort g(z—) lber T lasst sich verstehen, wenn fir den
Spezialfall = 0 die Funktion g(—1) Uber T dargestellt wird.
g(—7) wird aus g(t) gewonnen, indem der Verlauf von g(7) an der Ordinate
gespiegelt wird.

1 A A

T] 9(1) g-t) | T

>

- -3 T > T

0 0
(Diese Spiegelung (= Faltung) begrindet die Namensgebung
,Faltungsintegral“!)

- Fur verschiedene Zeiten ¢ wird nun der Graph von g(—t) nach rechts (¢ > 0)
bzw. links (¢ < 0) verschoben.

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg vV -17



Faltung Faltungsintegral

Herleitung des Faltungsergebnisses als Systemantwort

- Bestimmung der zeitlichen Grenzen, in denen das Produkt s(7):g(#—1) = y(¢)
im Faltungsintegral (Fldche) von Null verschieden ist: Fallunterscheidung

g(h) = a-Flache F

glt2) = a-Fldche F3

(aus Like, 1988)

(1)
fs(t)g(t—r)d‘l:, fir0<t=<T, (2)
0 (fur 0 <t =< T, ist das Produkt s(7)*g(#—7) nur innerhalb
< des Intervalls 0 < < ¢ von Null verschieden!
l‘ =
") — |Integrationsgrenzen)
Ty
fs(r) -g(t-t)dr, furt>T, (3)
0 (das Produkt ist nur innerhalb des festen Intervalls
\_ 0 < 7 = T, von Null verschieden)

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg IV -18



Faltung Faltungsintegral

- Systemantwort:

(1) trivialer Fall

! T ttT
2) y(t) =fa%e Fdv=4%e Tferr (featdt=%eat)
0 0

L T L
=Le T[T eT] =a(1—e T) fir0 <t =T,
0
% T, 1A_%_y£t) _____
T(e —1) l—e T |~ ~ == |
I
I
t
T, T 0 -llo g
@) y(O)=fage T dr
0
_t T 1% Ty _t
=%e ' lT eT] =a(eT _l)e T Ty T To
TO A%y(t) (eT —lJe_T =l-e
70 _______
T(eT —1) !
I
| t
0 -Ilo

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg IV -19



Faltung Faltungsintegral

1 i "TQ/T

(aus Like, 1988)

1_—_————~

To+T  t—

S

0 T

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg IV -20



Faltung Faltungsintegral

- Graphische Konstruktion der Faltung:

« Darstellung der Graphen zweier Funktionen fund g

« Eine der Funktionen, z.B. f; wird an der Ordinate gespiegelt (gefaltet) und
auf einen Streifen Papier Ubertragen.

» Die so ubertragene (gefaltete) Fkt. wird unterhalb der zweiten Fkt., hier g,
verschoben und die jeweiligen Ergebnisse des Faltungsintegrals in den

Ergebnisgraphen fir f * g (ibertragen.

A T

X
:

Fig. 8.6 Graphical construction for convolution. The wmorable piece of paper has
a graph of one of the functions plotted backward. (aus R.N. BRACEWELL, 1978)

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg vV -21



Faltung Faltungsalgebra (Rechengesetze der Konvolution)

Faltungsalgebra (Rechengesetze der Konvolution)

« Einselement: Dirac-Stol3 &(7)
s(t)*6(t) =s(1)

«  Kommutativgesetz:

J(@)xg(t)=g@)= f(t) =h(t)

/»\ s g0 o S0
K} &) ks@ S N(r)*s(r)

»

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg IV -22



Faltung

Faltungsalgebra (Rechengesetze der Konvolution)

Assoziativgesetz:

_—
S~

F(0) = g(0)h(t) = £(2)* g(t)) h(2)

= () =(g()=h(r))

O— /%8
o(1)
O—— /

h

O frgxh

Distributivgesetz:

F@) (g + k(1)) = £ g(t)+ f(1)*h()

/Aé (1)
N

O—— /

g*h

O frgxh

/

/

g
Z
T
P

—4::>—© f(g+h)

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg



Faltung Elementarsignale (neu betrachtet)

Elementarsignale (neu betrachtet)

- Einheitssprung (HEAviSIDE-Funktion): t H(@)
S(1) = H(1) = {O, furt <0 1
I, furt=0 .
0
Hinweis: In manchen Definitionen ist die HEaviSIDE-Funktion durch
(0,firt <0
s(¢t) =H(¢) = 11 ,fir ¢t = 0 festgelegt (siehe z. B. BRACEWELL, 1978, p. 57)
k Lfirt>0 A
« Rechteckimpuls: e H(t + %)
I1,(1) = H(t + %) — H(t - %) | T
Rechteckimpuls mit variabler Breite a 0 > ¥
und Einheitsflache: IT (¢) = %(H (t + %)— H(t - %)) CH(- %)
« Signum-Funktion: 2T 2 H()
sgn(H)=2H@®H-1 e sgn (f)
(hierzu wird o. g. erweiterte Definition 0 > ¢

der Heaviside-Funktion benotigt) ~  =roeeermmeermmeeereaeee

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg IV -24



Faltung Elementarsignale (neu betrachtet)

« Rampenfunktion:
Sramy (1) = H(2) (H(t) —H(z - 1)) 1k

=H(¢)*H(z) - H(¢) * H(¢ - 1) -1
Rampenfunktion mit variabler Steigung a (= Weite w) und konst. Kontrast ¢ = 1:

rampae (1) = H(0) %= (H(r) - H(z - w))

»

c C
tano = — = w=
w tano
-+ (H(t) —H(-w) )f ist ein um %5 nach rechts verschobener Rechteckimpuls)
: : H(z) - H(¢ -
lim £, (0 = lim H( s =0 )6 = H(r
w— i w— w

» Dreieckimpuls: A\
A(O) = fromp+ 1) = [, () |
= H(t +1) = (H(z +1) = H(¢) )= H(¢) = (H(t) - H(¢ - 1))
= H(¢t +1) = H(z + 1) - H(t) * H(t) + H(¢) * (H(t = 1) = H(z + 1))

v

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg IV -25



Faltung Sprungfunktion und DIRAC-Stol3

Sprungfunktion und DIRAC-Stol}
«  Ableitung der Sprungfunktion ergibt den DIRAC-Impuls:
() =1(Ht+9-Ht-9)) |t'=t+<

I,(t) =+ (H() - H(t'- a))

H(i)-H(t'-a) d N S pon
—dt'H(t)—(S(t)

lim T, (¢') = lim

a—0 a
= iH(z‘) =0(?)
dt

«  Sprungfunktion als Integrator, Dirac-Impuls als Siebfunktion:
1) Die Konvolution mit H(#) bewirkt die Integration einer Funktion £(¢):

SO #H{@) = [ f(@) H(-1)dv

t
- [f(@)dr
oder entsprechend

d
f(@t) = E[H(” 5 £ (1))

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg
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Faltung Sprungfunktion und DIRAC-Stol}

2) Der DiIrac-Stol fungiert als Einselement der Konvolution. Es ist

J(@)#0(1) = ff(‘v)'ﬁ(t -T)dv

ff(r) (- H(-D) dr

(-1)--6(t- r) o(t-1)

b
Aus partieller Integration:ff°g' = [f-g:t —ff“g

= £()*8(¢) = f f'@)-H(t-7)dr -[f(x) - Ht-7) [

- f f'@dz - {(p) ?% 25+ <4°°4>zH4fzt§°>

T°4 2 43
E_{)of(r)dr

=/

(siehe auch —Theoreme der Fouriertransformation)

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg v -27



Faltung Sprungfunktion und DIRAC-Stol}

* Ableitung(en) der Impulsfunktion und die Ableitungs-Sieb-Eigenschaft:

Die 1. Ableitung des Dirac-StolRes &(¢) ist definiert als

, d | A ‘A 6[ t’
s0-goo A~
dt
mit der Eigenschaft > >
4 -7, [T,
f 6'(t)=0 o
T T02 4

Die Ableitungs-Sieb- Elgenschaft ergibt sich aus
f()=06'(t) = ff(‘lf) —5(t T)dt | partielle Integration

_5 (t-1)-(- 1)
= f f@) 8(t-71)dt - [f(r) S(t - r)]f

=0-0

= /(1)

Fur Ableitungen hoherer Ordnung gelten die Beziehungen

S (@) =(=1)"-ntt™"-5(¢)
8" ()= f(1)=f" ()

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg IV -28



Faltung

Sprungfunktion und DIRAC-Stol}

« Dirac—StoR mit Dehnungsfaktor (,gedehnter” Dirac-StoRR &(bt))

f()*0(bt) = fé(br) - f(t-1)dt ‘ Substitution: bt = ¥

%}5(0)'/[@ _%)dﬁ=%f(t), fur 5> 0

=5 f(1), firb<0

daher allgemein fir b: f(@)=8(bt) =7 f(2)

=>ﬁf(t) =‘,1)—‘5(l‘)*f(t) =

5wn=é@0)

« Verzégerung des Dirac-Stol3es (Verzogerungs-/ Totzeitglieder)

JO)x0(t=t,) = [6@=1,) f(t-T)dT = f(t-1,)

Fasst man f (¢ — ¢,,) als Ausgangssignal eines LTI-Systems auf, so ist das o. g.

Faltungsintegral die Beschreibungsgleichung fur ein LTI-System mit der Stof3-

antwort g(#) = &(¢ — ¢,). Solche Systeme werden ideale Laufzeitglieder genannt.

J() G o(t-1,)

O f(t-t)

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg IV -29



Faltung Abtastung und Signalreplikation

Abtastung und Signalreplikation
Eine unendliche Folge von Impulsfunktionen, die jeweils um eine Distanz (Intervall)

A verschoben sind, ist als sog. SHAH — Funktion L1 1(7) definiert:

J_J_J_(t)_kgooé(t_kA) [ I [ [ I [ I [ I Lt

(Superposition verschobener Dirac-Stole) =
A
« Eigenschaften:
I < kA
111(af) = — » O|t——
= a
L11(—-1) = 111(¢)
L11(t+kAN) = LL1(f) (furkE€N)
111 t—%A) = J_J_J_(l‘+%A)
k+1A
[riiwar =1
k=LA
111(2) = 0, (fir ¢ = kA)

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg IV -30



Faltung Abtastung und Signalreplikation

« Abtast-Eigenschaft: (verallgemeinerte Sieb—Eigenschaft)

L11()f()= i f(kA)-0(t - kA)

k:—OO
A

/,,’ ~\\\
7’ \

4 \\

/’ \\
/, \\
> ¢ oof £ >
——

« Replikationseigenschaft:

LI = f(2) = i f(t-kA)

k=—oo

= Die Funktion f'(#) wird in Intervallen A entlang ¢ in beide Richtungen ad

infinitum repliziert

i = AR

t

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg
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Faltung Abtastung und Signalreplikation

«  Symmetrisches und antisymmetrisches Impulspaar:

1L (=18 +1A)+1o(-1A) \ \
> ¢
-5 1A

L@y = 16(+1A)-18(-1A) \1
TA

r|—
P
>
v
~

Hinweis (aus R.N. BRACEWELL, 1978):
"If the finite difference of f(x) is defined by Af(x) = f(x + ¥2) — f(x — 2), then

Aflx) =2 1+(x) ® fix).

Thus the finite difference operator can be expressed as A = 2 .4®."

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg IV -32



Faltung Ubertragungsfunktion (Zhg. zw. Konvolution u. Fouriertransformation)

Ubertragungsfunktion (Zusammenhang zwischen Konvolution und
Fouriertransformation)

« Eigenfunktionen von LTI-Systemen:
40(1) 40

o— LTI o \\ StoRantwort

>t

v
~

Das LTI-System reagiert auf ein Eingangssignal s(¢) mit s(¢) = g(¢) = y(¢)

Es gibt Funktionen s.(¢), fiir die bei Ubertragung tber beliebige LTI-Systeme gilt:
sp(t)*g(t) =G 5;(1)

(G: sog. systemabhangiger Amplitudenfaktor; Eigenwert des Systems)

Der Grundtyp derartiger Funktionen (Eigenfunktionen — Theorie linearer DGL)
lautet:

__jwt
Sy (t) =e

= cos(a)t)+ jsin(a)t)
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Faltung Ubertragungsfunktion (Zhg. zw. Konvolution u. Fouriertransformation)

= g(f)x e/ = fg(r)ejw(t_r)dt

o0

=ejwtfg(17)°e_jmdt

\ 4

Ubertragungsfunktion: G(w)

G(w) = }g(t)-e‘jw’dt

Hintereinanderschaltung von LTI-Systemen mit StoRantworten g,(¢) bzw. g,(?);
die Systemreaktion auf Eigenfunktion s,(¢) lautet:

Ls: (0 & (0} £,(0) =Gy (@) 5,0} £,
= G,(@)* G, ()" (0),
d.h. anstelle des Faltungsproduktes von StoRantworten genugt es, bei Erregung

mit s;(¢) das Produkt der Ubertragungsfunktionen zu bilden.

I Diese einfache Beziehung gilt zun&chst nur fiir die Ubertragung von Signalen in
Form der Eigenfunktionen!
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Faltung Ubertragungsfunktion (Zhg. zw. Konvolution u. Fouriertransformation)

Fourier-Integral
Unter best. Voraussetzungen (die fur alle hier verwendeten Signalfunktionen

und verallgemeinerten Funktionen giltig sind) lasst sich g(7) aus ihrer Fourier-

Transformierten G(w) zurlickgewinnen, wenn diese fiir alle Frequenzen -0 < @

< o bekannt ist.

(o]

= inverse Fourier-Transformation g(¢) = f G(w)-e’”dw

Setzt man verallgemeinernd anstelle der StoRantwort ein beliebiges Signal s(7)

ein, so ist das Signal als nicht abzahlbar unendliche Reihe von Elementarsignalen
sg(t) in Form des Integrals s(¢) = fS(adh rstéldtrar, wobei sich die sog
Amplitudenfaktoren S(w) durch die ‘Fourier-Transformierte S(w) = fs(t) e 1 dt

berechnen lassen.

Da S(w) die Dimension [Amplitude-Zeit] (= [Amplitude+Frequenz]) hat, spricht man

auch vom Amplitudendichtespektrum!

Aus dem Transformationspaar folgt nun das ...
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Faltung Ubertragungsfunktion (Zhg. zw. Konvolution u. Fouriertransformation)

« Faltungstheorem

Es qilt:
Zeitbereich ‘
sty = g = y@)
Fourier- inverse Fourier-
transformation transformation
’ S(w) - Gw) = Y(w)
Frequenzbereich

D.h.F {s(t) * g(t)}= Y (w) oder entsprechend
s()xg(t) O—@ Y(w)

Damit, aufbauend auf der Sieb-Eigenschaft des Dirac-Impulses, ist

s(t)=3(t)=s(t) O—@ S(w)-F {5(t)}=S(w)
—

also

F{6()}=1(w) oder 5(t) O—@ 1(w)
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Faltung Bsp.: Faltung zweier Gaul¥funktionen (via Faltungstheorem)

Bsp.: Faltung zweier Gaul¥funktionen (via Faltungstheorem)
) f,(0)=exp(-

2) Ga(t)=J2Lmexp(—§) (normalisierte GauBverteilung, fGO(t)dt=1 )

;;) (nichtnormalisierte GauB3verteilung, f,(0)=1 )

Fourier-Transformation unqoihre Inverse:

) F(@)=F {/()} - ff(r)-e'f‘”dr
) f0=F " {F)}=-- fF(w) "' do
0 1): Faltung von £,y () mit (0 /0= F "{F {7} F {F o ]
F, (w)= }exp(—%)-exp(—ja)t)dt = fexp(—(% + ja)t))dt

Standardintegral: }exp( (ax +bx+c))dx [exp(bz ac) Hiap @ = L
- . b=jw,

I, (712

F, (w)=~2mo,exp| - >

g 2 2y’ (j2=_1) (0€401.0.})

F, (w)=+27m0,exp| - wzaz
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Faltung Bsp.: Faltung zweier Gaul¥funktionen (via Faltungstheorem)

w?(o?+o
Multiplikation der Spektren: FO1 (w)- FO2 (w) =2m0,0, -exp( ( 1 2 ))

Rucktransformation des Produkts der Spektren:

1 > w?(0?+02 .
fglo2 (?) =§£2m7102 *eXp —(1—2)) -exp(]a)t)dw

=if2m7102 *exp ((01 +02) ? —]a)t))da)

2+ 2
(hier:a = "12“2 . b=—jt=j-(~t), c=0)
2
_ 21 t
= falaz (¢) = 0,0, 02407 "CXp| — 2(012+G§)

0,9, .
\/_ /o’l +o‘2 2((71 +02)

. . . . 2 2
(neue nichtnormalisierte GauRverteilung mit 0, =+/0; + 05 ;

Dampfung mit dem Faktor s =27 G;GZ =)
O'1 +O'2
Spezialfall: 0, =0,: [ (t)= fa exp( 22 ) = \/;a-exp(—%)
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Faltung Bsp.: Faltung zweier Gaul¥funktionen (via Faltungstheorem)

w2(012+a§)
zu 2): Faltung von G, (0) mit Gx(0): G, *G ;= 2710,0, *exp|\ - ——F——

entsprechend der Transformationen fur 1) ergeben sich:

2 52
F_(w)= exp(—w;l)
1

2

w?0?
Foz(a))=exp(— 2 2)

( a)2(012+022))
——
(Ergebnis der Transformation einer Gaulverteilung der Parametrierung

2 2
O, =40, +0))

Rucktransformation des Produkts der Spektren:

1 w?*| o +O:
G 0= - ferp( -

Multiplikation der Spektren: Fa1 (w)- F02 (w) =exp

2
1#2))-exp(ja)t)a’a)

2
2 2

1~ o2 +0? .
=Z:£exp(—(( 12 2)w2 —]a)t))da)
O'1 +02

hier: a=——-=, b=-jt=j(-t), c=0
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Faltung Bsp.: Faltung zweier Gaul¥funktionen (via Faltungstheorem)

1 2
— — 2. _t
G01C72 (t) - 275 012+022 CXp( 2 012+o§ )
t
2

- 1 : __t - _ (2 2 :
" aajorral exp( m) mit o, =+/0; +0, folgt:

G,, (1) =

1 12
-exp| -
\2mo, p( 20" )

Kontrolle: Reskalierung des Faltungsproduktes £, ,,(¢) zweier nichtnormalisierter

GaulBverteilungen f_,(¢) und f_,(?):

1 . 1 .f (t) — 1 ,/2'7-[ &exp - y tz \
V2o, \2mo, T 2710,0, ol +0’ 2007 + 02

1 t’
= eXp —_— p2 ~
N2mAJo! + 0 ( 2(012“722))
=G, (?)
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Korrelation Signalenergie und -leistung

Korrelation — Energie und Leistung von Signalen

Signalenergie und -leistung

geg.: Signal s(¢); s(f) € R, definiert im Zeitabschnitt (z;; #,)
Die Energie eines Signals entspricht dem folgenden Integral in den Grenzen des

gegebenen Zeitabschnitts
t

2
E = (s°(t)dt
!

Ein Energiesignal liegt vor, wenn die Signalenergie Uber den gesamten Zeitbereich
(Zeitachse) endlich ist, d.h. wenn qilt

E = fsz(t)dt < ©

= Periodische Signale, Sprungfunktion, zeitlich nicht begrenzte Zufallssignale, etc.
sind keine Energiesignale!
FUr die Signale ist eine endliche mittlere Leistung als Energie pro Zeitintervall definiert:
o1
P=1m— [s°(¢)dt
lim f (1)
Signale mit 0 < P < o« werden Leistungssignale genannt.
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Korrelation (Impuls-)Korrelationsfunktion

(Impuls-)Korrelationsfunktion

Ziel: Definition eines Ahnlichkeitsmafles zwischen zwei reellwertigen Signalen s(7)
und g(¢) mit der Differenz A(¢) = s(¢) — g(¢)
Sind s(¢) und g(¢) Energiesignale, dann ist auch A(¢) ein Energiesignal und seine

Energie kann als Mal flr die Abweichung der beiden Signale benutzt werden:

E, = [lst)-g}ar

= }S(t)zdz‘ + }g(t)zdt - 2}S(t) -g(t)dt

Hinweis: Dieses Mal} E, ist von der absoluten Amplitude bzw. Energie der
verglichenen Signale abhangig!

= Normierung, so daf} die einzelnen Signalenergien den Wert 1 annehmen:
s(1) g(1)
5, (1) = = ==
S Eg

[ee]

[ s(t)- g(t)dt

f[s ) -g, (O dt=2- Z_wJﬁ

und g (?) =
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Korrelation (Impuls-)Korrelationsfunktion

Ahnlichkeitsmal: Normierter Korrelationskoeffizient fiir Energiesignale
E [s()g(t)dt

An _ o

2 [EE,
Hiermit wird die Ahnlichkeit zweier Energiesignale s(¢) und g(f) mit einem Wert
zwischen 1 und —1 gemessen. Die maximale Ahnlichkeit ergibt sich mit psEg =1 flr

s(t) = g(t) sowie s(f) = k'g(f) mitk= {x ER | x> 0}.
Fir orthogonale Signale ergibt sich wegen fs(t) g(t)dt=0: pfg =0

P =1-

In dieser Definition des Korrelationskoeffizienten wird eine feste zeitliche Lage der
verglichenen Signale zueinander angenommen. Bei gegenseitiger Verschiebung
entlang der Zeitachse wird der Korrelationskoeffizient verandert.

= normierte (Impuls-)Korrelationsfunktion

(auch: normierte Kreuzkorrelationsfkt. fiir verschiedene Signale s(¢) und g(¢)).

Es gilt fiir die Ahnlichkeit zwischen s(¢) und dem verschobenen Signal g(¢ + 7):

[s(t)g(t +7)dt

E
P, (T) ==
g /EsEg

Gilt s(t) = k-g(t), so wird der Ausdruck zur normierten Autokorrelationsfkt. o= (7).
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Korrelation

Korrelationsprodukt und Faltungsprodukt

Korrelationsprodukt und Faltungsprodukt

Die im Zahler stehende nicht-normierte Korrelationsfunktion heif3t kurz
(Impuls-)Korrelationsfunktion oder Korrelationsprodukt.

P (1) = ['s(1) g(t+T)dt

= s(7) 0g(7)

« Zusammenhang zwischen Korrelations- und Faltungs-(Konvolutions-)produkt:

(o: Korrelationsoperator)

Substitution =— 6 in ¢, (r) ergibt

7 (r) = [[5(-6)- g(r-6)(-d6)
= }S(—@) -g(t-6)do

4442 4 4 43
Faltungsintegral

Es gelten somit die Beziehungen:

Ls(@)og(®)=s(-1)*g(r)
IL s(7)*g(r) =s(-1)° g(r)

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg

IV -44



Korrelation Korrelationsprodukt und Faltungsprodukt

« Eigenschaften:

Zusammenhang zwischen ¢” (t) und @, (7 ):
Qs (T) = 5(T) 0 g (1)
=s(-1)*g(T)
= g(1) #5(=1) = g(-1) 0 5(-T) = @, (-7)

1) (pSEg (T) und (ngS (7) sind zueinander zeitgespiegelt

2) Korrelationsprodukt: s(t) < g(t) = g(-t) o s(-7), d.h. das Kommutativgesetz
gilt nicht!

3) Assoziativitat:
s(@)o(g(@)oh(r))=s(-1)*(g()°h(r))
= 5(-7)*(g(-7) *h(r))
= (s(-1)* g(1) )+ h(x)
= (s(@)* g(x))o h(r) = (s(=T) 0 g(¥) )o h(T)

d.h. das Assoziativgesetz gilt nicht!
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Korrelation Korrelationsprodukt und Faltungsprodukt

4) Distributivitat:
s(7)o(g(7) + h(r)) = s(-7) *(g(7) + h(7))
= 5(-7)*g(7) +5(-7) * h(7)
=s(t)og(7) + s(t) oh(T)
d.h. das Distributivgesetz (bzgl. Addition) qilt!

5) Autokorrelationsfunktion QOSE; (T) ist stets eine gerade Funktion, da
@, (7) = 5(7) 05(7) = 5(~7) * 5(7)
= 5(7) *5(-7) = 5(-7) 05(-7) = @, (-7)

6) Der maximale Wert einer Autokorrelationsfunktion wird stets fir t =0
angenommen, da hierflr die gréRte Ahnlichkeit vorliegt. Fir s(¢) = g(z) gilt

bei Energiesignalen @_ (0) = fsz(t)dt =FE

Das Maximum der Autokorrelationsfunktion eines Energiesignals ist somit
gleich seiner Energie; fur die normierte Autokorrelationsfunktion gilt
p.,(0) =1 wegen des Normalisierungsfaktors

7) Bei zeitlich begrenzten Signalen hat die Autokorrelationsfunktion die

doppelte Breite des Signals.
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Korrelation Fouriertransformation der (Impuls-)Korrelationsfunktion

Fouriertransformation der (Impuls-)Korrelationsfunktion

Transformation der Autokorrelationsfunktion reellwertiger Signale:
Q. (T) = s(=1)*s(T)~ E

= 5" (@) S(@) =|S()[*; §*(w) = ()

\S(a))\2 wird als Energiedichtespektrum bezeichnet, da @’ (t) die Dimension
[Signalenergie] aufweist, ihre Fourier-Transformierte somit die Dimension eines
Produktes [Signalenergie - Zeit] (= [Signalenergie + Frequenz]) hat, und demzufolge
\S(w)\zeine auf die Frequenzeinheit bezogene Signalenergie darstellt.

. Inverse Fouriertransformation:

@-(t) = }\S(w)\z e’ dw

Die Impulskorrelationsfunktion cpi (t) laRt sich allein aus dem Betragsspektrum
der Fourier-Transformierten von s(¢) berechnen, unabhangig vom
Phasenspektrum von S(w).
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Korrelation Fouriertransformation der (Impuls-)Korrelationsfunktion

. Parsevalsches Theorem:

Energie eines Signals kann auch im Frequenzbereich aus seinem Spektrum
berechnet werden; fir 7= 0 gilt:

E =¢%(0)= ﬂS(w)\zdw = ﬂs(t)\zdt
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