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2-D Fouriertransformation, Faltung und Korrelation

2-D Fouriertransformation

geg.: 2D-Signalfunktion (Ortsbereich) f(x, )
Es gelten die Transformatlonspaare

F(u v) fff(x y)e—]ZJrux —]2nvydxdy fff(x y) —j2m( ux+vy)d dy

—00 —00 —00 —00

bzw. F(u,v)=fff(x,y)[cosZn(ux+vy)—jsin2yr(ux+vy)]dxdy

—00 —00

sowie f(x,y) = ffF(u,v)ejzn(uxwy)du dv

—00 —00
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Interpretation von cos[2s(ux+vy)] (nach R.N. BRACEWELL, 1986)

rein reelle 2-dimensionale cosinusoidale Wellenfront

f(xy)

Periode T'=p

|

— Richtung W

u,v: raumliche Frequenzen bzw. Ortsfrequenzen ("spatial frequencies") langs
Schnitten durch cos(®) in x- bzw. y-Richtung

-1

Frequenz der 2-D Wellenfront in Richtung W': f = % mit 7 =+u’ +V
Richtung der 2-D Wellenfront W = arctan (%) (hier W =45°, dau =v)

Phase @ (hier ® = 0 wegen Nullphasenlage)

(Hinweis: aus Rotation eines kartesischen Koordinatensystems um ¥ folgt fiir eine

rotierte 2-D cosinusoidale Wellenfront cos[2(uxcosi+ vycosi))].)
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Parameter von F(u,v)

«  Amplitudenbetrags-/Magnitudenspektrum
‘F(u,v)‘ = \/Re{F(u,v)}2 + Im{F(u,v)}2

«  Leistungsspektrum |F(u,v)|?

 Phasenspektrum @ = arctan [EEEZ:;]

. Frequenz f = % mltp = \/uz + V2 -1
« Richtung W(M,V) = arctan (%)

Hinweis: Vgl. Parameter der komplexen Fourier-Reihenentwicklung (bei der wegen
des eindimensionalen Falls keine Richtung W auftritt).
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Darstellung von F(u,v) (ibliche Reprasentation der Parameter)

[F@u,v)|| ~v v
/1S
:i > U > U
e
Magnitude, Frequenz (p) und Richtung Phase und Frequenz
(Magnitudenspektrum) (Phasenspektrum)
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Fir separierbare Ortsfunktionen f(x,y) bzw. Frequenzspektren F(u,v) kdnnen die
Integrale zerlegt werden.

Man erhalt fur f(x,y) = f.(x)" f,(»)
p / — j2mux p —-j2my \
F(u,v)=fkfx(x)'€ / 'ffy(J/)'e ’ ydy}dx
bzw. fir F(u,v)=F, (u) F,(v)

f(x,y) = }(F (u)- e/ F }F (v)- ejzmydv) du

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg
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n-dimensionaler Fall 2-D Konvolution (Faltung) und 2-D
Korrelation

2-D Konvolution (Faltung) und 2-D Korrelation

geqg.: zwei 2-D Signalfunktionen f(x, y) und g(x, y)
Das Faltungsprodukt bzw. das Faltungsintegral ist definiert als

frxg=frg= [ [fla.p)gx-a,y-p)dadp
Das entsprechende Korrelationsprodukt bzw. die Korrelationsfunktion lautet:

foog=fog= [ [f(@.B) gx+a,y+p)dadp

—00 —00

Hinweis: Die Fouriertransformation, Faltung und Korrelation sind in trivialer Weise

~ - T
far Signalfunktionen mit mehr als zwei Variablen, also z.B. f(x) mit x = (xl,xz,...,xn)
verallgemeinerbar.

Die Diskretisierung der Fouriertransformation, Faltung und Korrelation ist ebenso
trivial.
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n-dimensionaler Fall Theoreme der 2-D Fouriertransformation

1h Blu- "4, 0)+ V2 28(u + Y, p)

x v u
"_-- Fan, -

cos 2mr cos 27y '

(o)
y : x v u
1(y) 8(x)
S
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n-dimensionaler Fall Theoreme der 2-D Fouriertransformation

(. y)
Rl

sinc x sinc y

A(u) Alv)

'//u

exp [--'n'(:;2 + yz)]

v
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n-dimensionaler Fall Theoreme der 2-D Fouriertransformation

sinc? x sincy | A(u)[T(v)
v u

exp [—ﬂ(xx; + {; )] Aa exp [—17(Aiu2 + azvz)]
y x v 3

(aus R.N. BRACEWELL, 1978)

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg
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2-D

2D Transformations-Paar

Kontinuierliches Transformations-Paar

geq. : 2D Signalfunktion (Ortsbereich) f(x,y)

— entsprechend der 1D Fourier-Transformation gelten die Transformationspaare
balancierte Notation durch Aufteilung der Skalierungsfaktoren !):

(hier :

= Transformation vom Orts- in den Frequenzraum

mit

— i}iﬁif(x,y)'exp

u=f_,

fffxy -exp| -

;. CUy

——

——
— J2aux | -exp|— J2nvy |dxdy

Kk-X
N

j(a)xx + a)yy) dxdy

wx—2n/TX—2nu, w, =2n/T,=2mv

— 1 «» /. A = — 27T

- F(k)= —f f(X) exp|— jK-X|[dX| mit Kk: Wellenvektor, ‘k =—
JTJ-= A
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n-dimensionaler Fall 2-D

Eou |rlor+rnno'Fr\rmo+ loR
Al

LERAA> 1N A>J

= |nverse Transformation

Flox, )= iﬁiﬁi Flu,v)- exp[jZJr(ux + vy)]dudv

A
2D Cosinus-Welle
SEPA f(2)
T, || 2 ,
T
W X
Y
A=T, cos W —> T,=A/cosW
A=T, cos(90-W) —> T,=A/sin ¥ <
sin ¥

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI-13
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Interpretation der Fourier-Transformation zur
Charakterisierung eines Systems (Filter)

Frequenzdarstellung

F(u, v) repréasentiert eine
Schwingung mittels 4
Parametern eindeutig !

R
/
it «  Frequenz
Vj "N «  Amplitude
| u - Phase
i «  Richtung

A \‘\
.\ )
g \Q\(\\\‘Q\ﬂ“\\ \\\ \\\\\\\‘\‘\\\\‘ W\
\ ¥
il \w\‘@\m\‘\m\ \
Ay \\.
\\‘“ \ I i
A \\\\L\\\ m\\«\\\\i \“\% m\\\
WA \ i 8

R \\W W W

‘\\\‘\\\~ /,.#

"r'—
),__«,

Fourier-Transformation — Projektion / Skalarprodukt

F(a)x,a)y)= k}}f(x, y)° exp(— j(a)xx + a)yy))dxdy

—00—00

F(®)= k<f(i), [cos(&) -X),—jsin (- i)]r>
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Diskrete Fourier-Transformation flur abgetastete Signale

= Transformation vom Orts- in den Frequenzraum

ged. : Matrix mit N x M Bildpunkten (Spezialfall: M = N fur quadratische Bilder)

F(u,v)= \/Z\lliN __ 2f(x,y)-exp[—j2:r(%+%)]

foru=0,1,..,M-1 und v=0,1, ..., N-1
Abtastabstande : Au=1/(M-Ax) und Av=1/(N-Ay)
= Rucktransformation (N x M Bildpunkte)

ey)=pe > V=OF<u,v>-exp[jzn(%+%)]

furx=0,1,..,M-1 und y=0,1, .. N-1

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -15
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Algorithmus der Standard Fourier-Transformation

procedure DFT (real Imagel])

[M, N] = size (Imagel[])
result]] = complex (0.0, 0.0)
scale = 1.0 / sgrt(M * N)

complex Result][]

for u from 0 to M-1
for v from 0 to N-1

M-1N-1 . UX V)7
x,y)exp|l—j2x| —+—=
x=0)20f( ») pl j (M

v

waveX := 2.0 * PI * u / M
waveY := 2.0 * PT * v / Fiir jede Frequenz (u,v) berechne das Produkt des
Re .~ Im — 0.0 ///N//BﬂdesLnuiderkonuﬂexen\VeHenfunkﬁon
for x from 0 to M-1
for v from 0 to N-1 /* image is real-valued */
Re := Re + Imagel[x,y] * cos(waveX * x + waveY * V)
Im := Im + Image[x,y] * (-sin(waveX * x + waveY * y))
end for
end for
result[u,v] := scale * complex(Re, Im)
end for
end for \\\\\\\

Skalierung der Werte der Transformation

return result|]
end DFT

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg
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Separierung der 2D-Transformation in Kaskade von 1D-Transformationen
» Zerlegung der Fourier-Transformation

Fu,v) ASAY [ ]Zﬂ(ﬁ+%)]

2

-exX —'277ﬂ
Pl—] IY;

- ﬁg[ﬁﬂx,y»e@[-jzﬂg]

hingt fiir ein geg. x nur von y ab (fiir ein festes u, v)

Hinweis: Die Klammerung kann auch umgedreht werden, so dass zunachst tber x
summiert und danach das Ergebnis Uber y berechnet wird !

= Spalten-/zeilenweise DFT

DFT?" (image)

-

Fragestellung: DFT(")(DFT(J’)(image))

mit  huffer = DFT<y)(image) m

result .= DFT" (buﬁer)

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -17
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im Detail ...

1. Spaltentransformation

. . Vv
buﬁer[x,v]= E lmage[x,y] exp(— ‘]2ﬂﬁy)

JL-

Ort Frequenz

2. Zeilentransformation

result u, v Ebuﬁer[x v] exp( JZJtﬁx)

i

= E (Eimage[x,y]-exp(—jZ:r]‘\}[y)) -exp(—jZﬂ%x)

Frequenz v

_ 2 Z image|x, y] exp(— jZJ(%x + %y))

= DFT?” (image) .

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI-18
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Graphische Darstellung

_>x

v, siche Algorithmus ...
l/'é) ——
Y
—> X “ _’@

Vi
Y
Uu.

—\‘ | _>@ . l

l y

Y
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Algorithmus der Spalten-/Zeilen-Transformation

procedure DFTZ (real image[]) : complex result](]
[M, N] := size(imagel])
result[] := complex (0.0, 0.0)
buffer[] := complex (0.0, 0.0)
scale := 1.0 / sgrt(M * N)
1 M -1 1

<F(u,v)=

\Y MN x=0

E_f(st’)‘ exp[— jzn%” 'exp[— jZn%]

»y=0

for v from 0 to N-1

Berechne spaltenweise (iiber alle x) das Produkt

for x from 0 to M-1
waveY := 2.0 * PI * v / N
Re := Im := 0.0

des Bildes mit einer komplexen Welle (cos/sin-
Funktion) in den Spalten y

for vy from 0 to N-1 /* image is real-valued */

Re := Re + imagel[x,y] * cos(waveY * vy)
Im := Im + image[x,y] * (-sin(waveY * vy))
—
end for Innere Summe (iiber y)
buffer[x,v] := complex(Re, Im) von Produkten ...
end for

end for -——— =
< Fortsetzung nichste Seite >

Berechnung fiir alle Frequenzen v ...

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -20
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Algorithmus der Spalten-/Zeilen-Transformation (cont ‘d)

AF(u,v)=

1 M -1 IVN—I

\Y MN x=0

I NP
f(x,)e p[ JZJZN]

-ex _-anﬂl
pPl—]) Y,

=0

<

Aus dem buffer mit Werten fiir die Spalten x —
for u from 0 to M-1 fiir verschiedene Frequenzen v — berechne das
for v from 0 to N-1 Produkt mit der sin/cos-Funktion fiir x ...
waveX := 2 * PI * u / M
Re := Im := 0.0
for x from 0 to M-1 |4 % = (alﬂﬁl).(azﬁﬁ2)= (a1a2 =BG, +O!2/)’1)
Re := Re + real (buffer[x,v]) * cos(waveX * Xx) -
imag (buffer([x,v]) * (-sin(waveX * x))
Im := Im + real (buffer[x,v]) * (-sin(waveX * x)) +
imag (buffer[x,v]) * cos(waveX * x)
end for I Innere Summe (iiber x) komplexer Produkte ...
result[u,v] := scale * complex(Re, Im)
end for
end for Skalierung der Werte der Transformation B
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
return result[] Berechnung fiir alle Frequenzen u ...
end DFT2

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -21
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Anwendung von Filtern auf Bildern

Glatten (Tiefpass):

Original, filtered with Gaussians with o = 2. 4 pixels

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -22
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Anwendung von Filtern auf Bildern

aus F. Hamprecht: VL Multidimensional Signal Analysis: Signal Processing, Univ. Heidelberg

Kantendetektion durch Ableitungsfilter:

The next slide shows derivative images in both directions as well as the
gradient magnitude.

Original with added white Gaussian noise

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -23



n-dimensionaler Fall 2-D
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Anwendung von Filtern auf Bildern

aus F. Hamprecht: VL Multidimensional Signal Analysis: Signal Processing, Univ. Heidelberg

Kantendetektion durch Ableitungsfilter: -
Approximations to 9/dz, 9/dy, ((0/0x)?* + (8/@3/)2)1/2

top: 0 = 1, bottom: 0 =3

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -24
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Anwendung von Filtern auf Bildern

aus F. Hamprecht: VL Multidimensional Signal Analysis: Signal Processing, Univ. Heidelberg

Kantendetektion durch Ableitungsfilter:
Approximations to 9°/dz*, 9% /0y*, A = 8% )0z + 0% /0y*

top: 0 =1, bottom: 0 =3

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -25
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Fourier- / Amplituden-Spekirum

Bildbeispiele von Amplitudenspektren verschiedener Eingangsstimuli:

(R.C. Gonzalez, R.E. Woods. Digital image processing. Addison-Wesley, 1993)

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -26
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Fourier- / Amplituden-Spekirum

aus F. Hamprecht: VL Multidimensional Signal Analysis: Signal Processing, Univ. Heidelberg

Bildbeispiele von verschiedenen Spektren:

Discrete Fourier transform of shlfted 2D box functions: the sinc

Top: input to DFT, real and imaginary part, magnitude and phase of DFT
Bottom: same, but shifted

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -27
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Fourier- / Amplituden-Spekirum

aus F. Hamprecht: VL Multidimensional Signal Analysis: Signal Processing, Univ. Heidelberg

Bildbeispiele von verschiedenen Spektren:

Same, but for two different box sizes: scaling theorem

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -28
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Fourier- / Amplituden-Spekirum

aus F. Hamprecht: VL Multidimensional Signal Analysis: Signal Processing, Univ. Heidelberg

Bildbeispiele von verschiedenen Spektren:
Same, but for x-shifts 1, 2, 10: shifting theorem

i
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Fourier- / Amplituden-Spekirum

aus F. Hamprecht: VL Multidimensional Signal Analysis: Signal Processing, Univ. Heidelberg

Bildbeispiele von verschiedenen Spektren:
Same, but for (xy)-shifts (1,1), (1,2), (2,10)
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Fourier- / Amplituden-Spekirum

aus F. Hamprecht: VL Multidimensional Signal Analysis: Signal Processing, Univ. Heidelberg

Bildbeispiele von verschiedenen Spektren:
Disk, and disk shifted to (2,2): Hankel transform; its basis functions are Bessel functions

Stelldinger, Multidimensionale und I\owtk Universitat Hamburg VI -31
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Mittelwert

Diskrete Fourier-Transformation

oo (3]

E

1 M —

\Y M x=0

F(uv
M N

<
Il
o

Mittelwert einer 2D Bildfunktion

) _ i (fdr die balancierte Notation von
F(O’O) = VMN -m, Hin- und Ricktransformation !)

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg

VI -32
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Visualisierung von Fourier- (Amplituden-) Spektren

— Haufig hoher Dynamikbereich in Fourier- (Amplituden-) Spektren durch
Dominanz des Gleichanteils, (u, v) = (0, 0)

»Trick” fiir Visualisierung :

D(u,v) = c-log[l +| F(u,v)]

(R.C. Gonzalez, R.E. Wodds. Digital image processing. Addisgr)l-Wesley, 1993)

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -33
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Interpretation des Spektrums

aus F. Hamprecht: VL Multidimensional Signal Analysis: Signal Processing, Univ. Heidelberg

Reales Bild und dessen logarithmiertes Amplitudenspektrum:
A real-world picture (more or less) and the log of its (shifted) spectral density

PR T R

What part of the spectrum corresponds to what features?

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -34
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Fouriertransformation

Eigenschaften

Linearitat
a) Superposition: fl(x,y)+ f2(x,y) o—e Fl(u,v)+ Fz(u,v)
b) Homogenitét: a-f(x,y) o—e arF(u,v)

—) E%'ﬂ(JQ}f) o Eai-Fi(u,v)

Ahnlichkeit (Dehnung, Stauchung)

flaxby) oo [ [ flax,by) exp[- j2(uwc +vy)]dxdy

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -35
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Translation im Orts- und Frequenzbereich

1. Verschiebung im Frequenzbereich

S ) expliza(uex +voy)] oo Flu—uyv-v,)

2. Verschiebung im Orisbereich

f(x_xoay_J’o) o—e F(u,v)-exp[j27r(uxo +Vy0)]

=> Verschiebung der Funktion im ,Ziel“-Raum bewirkt eine lineare Phasendrehung
im Komplementar-Raum !

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -36
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Periodizitat und konjugierte Symmetrie (diskrete Fourier-Transformation)

geqg.: diskrete Bildfunktion mit homogener Abtastung, Ax, Ay, und
rechteckiger Fensterfunktion

= diskrete Fourier-Transformation und ihre Inverse sind periodisch mit den
achsenspezifischen Periodenlangen N bzw. M

F(u,v)=F(u+N,v)=F(u,v+M)=F(u+N,v+M)

AV

= firreelle f(x, y) gilt (*: komplex Konjugierte) :

F(u,v) =F" (— u,—v)

bzw. ‘F(u,vx = ‘F(— u,—v}

v
c

—N—
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n-dimensionaler Fall 2-D

EanLriartrancfoarmation

N VuUurniuvilirAaAlniviviriiaalunvvili

= Periodenverschiebung bei diskreter Transformation

Formulierung der diskreten Fourier-Transformation fur Werte

ue€[0,N-1] und ve[o,ar 1]

A Vv
Ergebnis :  Transformierte erscheint mit jeweils
2 aneinandergrenzenden
Halbperioden NN
—  Zur Darstellung einer vollen Periode RN

mmmmmmmmmmmm

konnen die jeweils diagonal gegen- N
Uberliegenden Quadranten (mit je einer RS R
: | 0 u
Halbperiode) vertauscht werden !
= 1D Fall:
|F |F@) i
N2 0 N2 N- 17 SN o wm ver
I-O—'— One period —_—] l-‘—— One period —

(R.C. Gonzalez, R.E. Woods. Digital image processing. Addison-Wesley, 1993)
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n-dimensionaler Fall 2-D

Fouriertransformation

Mathematische Betrachtung

Zur Darstellung einer vollen Periode muB der Ursprung in den Punkt
u,=N/2,vy,=M/2

verschoben werden

— Verschiebungstheorem der Fourier-Transformation

f(x,y)-exp[jZ:r(x%+y%)] o—e F(u —uo,v—vo)

= f(x, y)-expljz(Nx + My)]

= f(x, ) -exp|jaNx |- exp|jamy |

(S NS _/
~ "

-1 -1y

d.h. die Funktion f(x, y) mufB3 vor der Durchfihrung der Transformation mit dem Faktor

(-1)* - (-1)¥ multipliziert werden !
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n-dimensionaler Fall 2-D

. .
EanLriartrancfoarmation
WUT IO AT AT TVOTVITTTIUANLTVT ]

Rofation

= Polarkoordinaten

Ortsbereich Frequenzbereich
X=1"c0s0 Uu=Ww " Cos ¢
y=1-sinf V=W - sin ¢

= Esist =x(r.0)  =y(r.0)

N\ /\

fo(x,y}ixdy =fjl:f r-cosé,r-sinf '\J(F,HXdrdH

dx dy  ox dy

or 08 086 or
=cosH-r-cosB—r-(—sinH)-sinﬁ
= r(cos2 6 + sin’ 9)

=7

Jacobi-Determinante: J =

v

=fﬁf(r°cosﬁ,r-sin9)°rdrd9
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n-dimensionaler Fall 2-D

Fourier-Transformation

Flu,v) =ff_f(r : Costz,r'sin 6’)' exp|— j27z(ur - cos @ + vr-sin 0) | r drd

f(r.0)

mit u=w-cos®, v=w - sin ®

— F(a),CI))=fjl'_f(r,9)-eXp[— j2ra(cos @ cos® +sin O-sin @ )| r drdo
—~

—
1

= 5(cos(é? — @)+ cos(@ + D)+ cos() — D) — cos(@ + D))

= cos(H — CI))

_ [/ (.6)-exp|- j2wrw- cos(6 - @)}~ drd6
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n-dimensionaler Fall 2-D

Fouriertransformation
Rotation um 6,

F(w,® +6?0)=fj;f(r-cos(<9+(90),r-sin((9+6’0))><
exp[— 2mrw- cos(é? -P+6, )] rdrd@

Y 0
0+6, e
0, o |
» X > T
- f(’”,49+l90) HF((U,CI>+¢90)

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -42
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EanLriartrancfoarmation

N VuUurniuvilirAaAlniviviriiaalunvvili

D.h. eine Rotation von f(x, y) (~ f(r, 8) ) um den Winkel 6, bewirkt eine
entsprechende Rotation des Spektrums F(u, v) um ebenfalls 6, !

(b)

(c) (d)

(R.C. Gonzalez, R.E. Woods. Digital image processing. Addison-Wesley, 1993)
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n-dimensionaler Fall 2-D

lefere'hltllatlon

* in x-Richtung

S
_f(xy £.(x,y) f fwax (e, v eXp[JZJr(ux+vy ]]dudv

=j:mj:OOF u,v)-j2jzu -eXp[jZJZ’(ux +Vy)]dudv

a—f(x y) oo j2mu- F(u v)
X

* iny-Richtung
EACSOEFACSOEY W e s LA CRVR 1L RRRnD) U0

=ﬁwwj:wooF(u,v)- j2v - exp[j2ﬂ(ux + \/y)]dudv

a—f(x y)M j2mv- F(u v)
4
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n-dimensionaler Fall 2-D

(b) (;2 + az)f(x,y)EAf(x,y) o —4ﬂz(u2+v2)-F(u,v)
X ay / iy W

Kreis-Funktion r2

Laplace-Operator

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -45



n-dimensionaler Fall 2-D

Ef\l |rlor+rdnofnrmo+|nn

Parseval ‘sches Theorem sowie Signal- und Spektralenergie

Zusammenhang zwischen den Signalenergien im Zeit-/Ortsbereich und im Frequenzbereich
(anschaulich: Flache unter der (Betrags-) Funktion; Berechnung je nach Rechenaufwand)

Hinweis: Gleichung verwendet die Skalierung K = 1/(2x) fur die Rucktransformation

f £ () dr —f fe) £ (¢) dr
=ﬁ2 f(z)- [Eﬁz F*(a))-exp(—ja)t)da)]dt

Vertauschung der Reihenfolge der Integration ...

_ i F [f f exp(—jwt)dt]dw
F(w) '
- L IF(o)fdo A\
2 J-— % >t

Die Gesamtenergie kann entweder Uber die Energie pro Zeiteinheit integriert Gber die Gesamt-
zeit oder aus der Energie pro Einheitsfrequenz integriert tber alle Frequenzen bestimmt werden.
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n-dimensionaler Fall 2-D

Verallg'err;elnerungi'des Parseval ‘'schen Theorems — Signal-/Spektralenergie

f 7(2) zﬂf Flw) G*(w) dw
Bsp.: Energie der Rechteckfunktion
A > A
1 1 [
> £ TN\ N w
1 N N
£0)= rect, .0 Fl)-250)
a
Berechnung der Signalenergie ... 5
0 2 L 4 S (a)) dw =
j:oo‘f(tx dt =2 25rJ- W’ =2
g
2
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n-dimensionaler Fall 2-D

Ef\l |rlor+rdnofnrmo+|nn

Parameter der Fourier-Transformation

Signalparameter

= Fir 1-dimensionale Signale s(t)

«  Mittels Fourier-Analyse wird deren Darstellung in Form eines trigonometrischen
Polynoms gezeigt

«  Die einzelnen harmonischen Komponenten werden durch 3 Parameter eindeutig
reprasentiert:

i.  Amplitude (= Fourier-Koeffizienten)
ii. Frequenz
iii. Phase (= Phasenverschiebung)

= Fir 2-dimensionale Signale f(x, y) — weiterer Parameter:

iv. Richtung (~ Richtung einer Wellenfront in der Bildebene)

= Spektren :
a) Amplituden- oder Magnitudenspektrum | F(u) | bzw. | F(u, v) |
b) Phasenspektrum d(u) bzw. P(u, v)

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -48
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n-dimensionaler Fall 2-D

. .
EanLriartrancfoarmation
I ' VUTiIuvi lrAArNiviIvitTiiriialivii

Bestimmung der Parameter aus F(u, v) € ¢ — Spektral-Eigenschaften

1. Frequenz

\ 3
o . ar
Représentiert eine Schwingung,
die mit 4 Parametern eindeutig \£ /@\J
bestimmt ist ! u
A vV ui
A
Vi
» U
o
/ \ tiefe
\ mittlere Frequenzen
hohe

fi=Ju +v} (aus den Koordinaten !)

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -49



n-dimensionaler Fall 2-D
Eou |riortrdnofnrmotinn

LA A" LI AY] | TCATTVIVITITUANTVIT T

Charakteristische Filtereigenschaften

a) TiefpaB :Unterdrickung hoher Frequenzanteile, niederfrequente Anteile
passieren weitgehend ungehindert

Funktion:  Bildstérungen (~ Rauschen) sind hochfrequent, daher
dienen TiefpaBfilter zur Rausch-Unterdrickung
(~ Bildglattung)

b) Hochpal3 : Unterdrickung niedriger Frequenzanteile, hohe Frequenzen
passieren weitgehend ungehindert

Funktion: Hervorhebung von Kontrasten (Kanten) der
Signalfunktion;
Nachteil:  Stérungen erscheinen wesentlich verstéarkt

c) BandpaB : Kombination von Hoch- und TiefpaBfilter

Funktion:  Hervorhebung bestimmter Frequenzanteile;
Betonung von Kontrasten (Kanten) in verrauschten
Daten

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -50



n-dimensionaler Fall 2-D

EanLriartrancfoarmation

N VuUurniuvilirAaAlniviviriiaalunvvili

Wirkung — Beispiel

Filterung eines Eingangsbildes mittels Selektion ausgewahlter Frequenzbereiche
— Fourier-Transformation und 0-1 Filterung im Frequenzbereich

\‘ \" \‘, \'

- - - -
® X L X L X L X
Pa - Pn - Pa - Pn -
- - - -

- i
. N O
L 2 2 -» M\ -
bas e ¥ LYA =)
. . 4
W, - ‘/
Identitat Tiefpal Hochpal Bandpal

(alle Frequenzen)
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EanLriartrancfoarmation

N VuUurniuvilirAaAlniviviriiaalunvvili

Auswirkung von ,,Zero-Padding”:

aus F. Hamprecht: VL Multidimensional Signal Analysis: Signal Processing, Univ. Heidelberg

g1 S W

2 T AT [ [ ] A = =3 ] ] ] Ed
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n-dimensionaler Fall 2-D
Fouriertransformation
2. Amplitude
V N
Im >
F(u, v)h vi 7w
V.
Re ’ /@\ < o
U;
> [F()I

‘F(ui,vl.} = (ERe{F(ui,vi )}2 + Sm{F(ui,vi )}2 )/2

Lange des Vektors (= Skalar)
der komplexen Zahl an (u, v,)

JE |

—  Amplitudenspektrum (~ Magnituden- / Leistungsspektrum) :

Betrage (~ Langen) der Vektoren fur (alle) Frequenzen des Fourier-Spektrums

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -53



n-dimensionaler Fall

2-D

_Fr\l wiartrancfarmation
AT TOUT U AT TVITVITTTIUALNTVI]

3. Phase

\ 4

SmiF (u;,, )}
?ﬁe{F (ui ,V, )}

CID(ul.,vl. ) = tan’l(

|

— Phasenspektrum :

Phasenlage (Phasenwinkel)
des (komplexen) Funktionswertes

Phasenwinkel (® € [-r, ]) fur das gesamte Fourier-Spektrum (in geeigneter

Codierung zur Darstellung)

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -54



n-dimensionaler Fall 2-D

_Fr\l wiartrancfarmation

Ul roriardriviviiiialuavilil

4. Richtung

v
c

/

Richtungswinkel des Ortsvektors
in Polarkoordinaten-Darstellung
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EanLriartrancfoarmation

N VuUurniuvilirAaAlniviviriiaalunvvili

Beispiel: Transformation einer verschobenen Box-Funktion

f(x,y) [F(u, v)|

A

(a) (b)

a) 2D Signalfunktion
b) Betrag des Fourier-Spektrums [F(u, v)|
c) Helligkeits-codierte Betragsfunktion

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -56
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n-dimensionaler Fall 2-D

Transformation einer verschobenen Box-Funktion (Forts.)
1. 2D Signalfunktion

A fir 0=sx=X A O=sy=<sY
ﬂ,ox(x,y)= 0
sonst

2. Fourier-Spektrum (Fourier-Transformierte der Signalfunktion)

F(u,v)=A( L (exp(= jomux )=1)—

o o (expl- jZmzY)—l))

f, (X, y) entspricht einer zum Ursprung symmetrischen Funktion, die um
den Vektor (X/2, Y/2) verschoben wurde !

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -57



n-dimensionaler Fall 2-D

3. Amplituden-Spektrum (Betrag)

Fu,v) = AXY sin{meX )‘.

sin(zvY )‘
JtuX

avY

Frage: Wie ist die Gute (bzw. Eignung) dieser Art von Funktionen
fir die Rauschunterdrickung ?
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n-dimensionaler Fall 2-D

. .
EanLriartrancfoarmation
I ' VUTiIuvi lrAArNiviIvitTiiriialivii

Zur Bedeutung der Amplitude und Phase

Zusammenfassend ...

Die gesamte Information eines Bildes (= diskrete Matrix)
im Ortsraum ist in dessen Fourier-Transformation
enthalten. Diese Reprasentation zeigt an, aus welchen
periodischen Strukturen sich das Bild zusammensetzt.

Frage:

In welchen Parametern (Amplitude vs. Phase) liegt mehr
Information Uber die Struktur des Bildes (— Signifikanz !) ?

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -59



n-dimensionaler Fall 2-D

_Fr\l wiartrancfarmation

Ul roriardriviviiiialuavilil

Beispiel :
a) Jean Baptiste Joseph de Fourier

b) Amplituden-Spektrum

c) Phasen-Spektrum

d) Manipulation:
Amplitude wie in (b), Phase =0

e) Manipulation:
Amplitude = 1, Phase wie in (c)

f)  Manipulation:
Amplitude eines anderen Bildes, Phase
wie in (c)

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -60
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n-dimensionaler Fall 2-D
Eou |riortrdnofnrmotinn

NUuilitTouliraAaArivrIviITitTalntv

Korrelation

= Korrelationsintegral

fey)ogley)=[ [ flep)elx+a,y+padp

= Korrelationssumme (extended sequences)

M-1

filxyloglxy]= il glx+i,y+ 7]

=0

2

|
Il
-

furx=0,1,..,M-1 und y=0,1, ..., N-1

—  far g(x, y) =k-f (x, y) —  Autokorrelation

g(xa)/);'ﬁ k'f(x,y) — > Kreuzkorrelation

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg
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n-dimensionaler Fall 2-D
Eou |riortrdnofnrmotinn

LA A" LI AY] | TCATTVIVITITUANTVIT T

Zusammenhang mit Faltung und Fourier-Transformation

i. Beziehung zur Faltung
Fey)oglx,y)= f=x-v)=glx,»)
Fley)xgle,y)= f=x-y)oglx,»)

il. Beziehung zur Fourier-Transformation

Fif(x,y)ogle, y)i=F if (- xa—y)/}' Figlx, )}

N

F*{f(x, y)} (komplex Konjugierte)

Hinweis : Beziehungen gelten sowohl fir analoge als auch fur
diskrete Funktionen (extended sequences)

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg
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n-dimensionaler Fall 2-D

Separlnerte Faltndr;g“
geg.:  f(x,y)und g(x, y) =k(x) - h(y)

= Faltungsintegral
S y)egley)=[_ [ flap)glx-ay-padp
= [ [/ B) klx - a)dcr)-nly - B)ap
S 1D-Faltung — Zwischenergebnis

= Faltungssumme (mit f[x, y], g.[X, y] = k.[x] - h.[y])

<

—1N-

o

fili il glx-i,y- /]

=0

{lee[i,j]'ke[x —"])'he[y i

i=

£l vl g.lx ]

l=

=

=0

~|

\—' 1D-Faltung — N Zeilenvektoren
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n-dimensionaler Fall 2-D

. .
EanLriartrancfoarmation
I ' VUTiIuvi lrAArNiviIvitTiiriialivii

Faltung von 2D Funktionen mit separierten Faltungskernen
(Skizze anhand eines 3 x 3-Kerns)

2D Faltung (nicht separiert)

LS
YAV AN AV
L LSS

Separierung — erst Spalten, dann Zeilen (links) oder erst Zeilen, dann Spalten (rechts)

L LSS

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -64
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EanLriartrancfoarmation

N VuUurniuvilirAaAlniviviriiaalunvvili

Algorithmus der separierten Faltung

procedure convsep (real image[], {mask x[], mask y[]}): real result[]

[M, N] := size(imagel])
hor := size(mask x[]) — X
ver := size(mask y[]) -
result[] := 0.0 e _
puffer[] := 0.0 l
Y J N
e
for x from 0 to M-1 v ——> X
for vy from 0 to N-1
sum := 0.0
for 7 from -ver/2 to ver/N-1 l
sum := sum + image[x,y-j] * mask y[j] Y
end for
\
buffer[x,y] := sum 1D Faltung fiir Spalten ...
end for
end for

< Fortsetzung nichste Seite >
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n-dimensionaler Fall

EanLriartrancfoarmation

2-D

N VuUurniuvilirAaAlniviviriiaalunvvili

Algorithmus der separierten Faltung (cont ‘d)

for vy from 0 to N-1
for x from 0 to M-1
sum := 0.0

for i from -hor/2 to hor/2-1
sum := sum + buffer[x-1i,V]

end for

result[x,y] := sum

* mask x[1]

end for

end for

1D Faltung fiir Zeilen ...

return result][]
end convsep

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -66




n-dimensionaler Fall Theoreme der 2-D Fouriertransformation

Theoreme der 2-D Fouriertransformation
(weitere Theoreme sind z.B. in BRACEWELL (1978) zu finden)

Theorem fx, y) o—e F(u, v)
y 1
Ahnlichkeit S (ax,by) —F(£
‘ab‘ a b

Superposition (Addition) f(x,y)+g(x,y) Fu,v)+G(u,v)
Verschiebung f(x-a,y-b) F(u,v)-e /7 auby)
Faltung S(x,)xg(x,y) F(u,v) - G(u,v)
Modulation f(xa)’)‘g(xay) F(u,v)* G(”’V)
Autokorrelation e, )% f(~x,—y) \F(u,v)\2

0" 9" . m o n
Differentiation S () (j27u)" - (j27v) - F(u,v)

ax™ dy
Differenzenquotienten 1. und 2. Ordnung
Axf(x,y)=f(x+%,y)—f(x—%,y) j2sin(wu )- F(u,v)

A_f(x,y)= f(x+1,y)—2f(x,y)+ f(x—l,y) —4sin” (Jtu)-F(u,v)

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -67



n-dimensionaler Fall Theoreme der 2-D Fouriertransformation

"Rayleigh theorem"
[ [lf Gy dedy = [ [IF @) dudv

—0 —00 —00 —00

"Power theorem"

o o0 o8}

fff(x,y)-g*(x,y)dxdy=ffF(u,v)°G*(u,v)du dv

—00 —00 —00 —00

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -68



n-dimensionaler Fall 2-D

Ef\l |rlor+rdnofnrmo+|nn

Berechnungsaufwand (Zeitkomplexitat)
Faltung und Fourier-Transformation

= 2D Faltung

« M Spalten, N Zeilen
fr jeden Punkt (x,y) : M x N (komplexe) Multiplikationen

(MXxN)2 ~ O(M2N2) , firN=M: O(N¥

= 2D Fourier-Transformation (Standard-Version)

- Transformation (MxN) - (MxN) komplexe Multiplikationen

«  Filterung 2-M?N? F.T. far £(.) und g(.)
MN Multiplikation der Spektren F und G
M?2N? Rucktransformation

3-M2N2+ M N ~ O(M2N2) , fir N=M : O(N%)

= Separierte Faltung

« M Spalten, N Zeilen
* inN Zeilen, fir jede Spalte x M Mult. = M?2N  Multiplikationen
in M Spalten, fir jede Zeiley N Mult. = MN? Multiplikationen

M2N+MN2 ~ OMN?) firN>M, far N=M : O(N3)
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n-dimensionaler Fall 2-D

Parametrisierung: M =N, N=2" (,Radix-2“)

= 1D Fourier-Transformation

N -1

Flu]= ;f[x}K?? mit K, = exp(—j%ﬁ) =z :u=01,..N-1
Matrix-Notation:
N-1
Flu]=Y flx] =
x=0

F=V,-f mt [ z00 01 o2 o)
1-0 111 1-2 1-(N-1)
z z z e z
VN = (Z”x ) = z*0 z*! z*? , /4 Zz'(N_l)
\Z(N—l)-o Z(N—l)-l Z(N—l)-2 Sl Z(N—l)-(N—l)

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -70



n-dimensionaler Fall 2-D

. .
EanLriartrancfoarmation
I ' VUTiIuvi lrAArNiviIvitTiiriialivii

Komplexe Einheitswurzeln (geg.: z€ C, NE %)

Esgilt: z" = QZ“(COS(I) + jsinCI)))N / z
— ‘Z‘N -exp(jON) N
e

= ‘Z‘N °(cosN(I) + jsin N(I)) , hier ‘Z‘ =1

Mit 2 =1gilt: zV =(1)" = exp(jND)

Komplexe Einheitswurzeln: | z = /K = K"V =K,

liefert N Losungen: K v = LK, , K2, ..., K ™
(Eckpunkte eines regularen N-seltlgen Polygons

Bsp.: N=2,4,8 } : :

%/I . {19_1} i/I . {1,—1,j,—j} V1= {19_19 Tl }
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n-dimensionaler Fall 2-D

Fouriertransformation
Eigenschaften

1. Periodizitat
Es ist K]]\Y =K]% =1

Esgilt (0.B.): Ky Ky, = K](é%)mod(N)

2. Ausloschung
Esgilt (0.B.):| K = K" sowie (M)Z ~(k1f] < -k,

3. Halbierung (Symmetrie)

Aus den vorgenannten Eigenschaften folgen die Beziehungen

Kid™ =K. Ky =Ky
unc (i f = (&3

Daraus folgt, fur die Quadrate jeder komplexen n-ten Einheitswurzel ergibt sich
jede der n/2-ten Einheitswurzel genau 2-mal !

Stelldinger, Multidimensionale und Multimodale Signale (MMS), Dept. Informatik, Universitat Hamburg VI -72



n-dimensionaler Fall 2-D

DFT, FFT und Rekursion

Diskrete Transformation

Flul= 3 Alebexp( - e ) = 5 leh

- sl ki + Al k3t + 2 K37 + /B K3 +
f[4]'K1L\lf4 + f[S]KK,S +...+ f[N— 2]'K]L\’,'(N_2) + f[N_l],K]L\t['(N—l)

Gerade Indizes
Es gelten e+ Ausléschungsschema: (KK, )2x = (Kzzj\‘[/z)‘ = (K]”\‘Nz)Y
* Halbierungsschema: N-te Einheitswurzeln K]”\‘[ e [{]’“\‘;“)2

ergeben die passenden N/2-ten Einheitswurzeln 2-mal

Folul= rlo) ki + r2) k52 + fl4] Kt + v AN = 2] kG
= /101 K5 &, + flal- kw2, + .o+ fIN -2 k552
N/2-1
> A2kl K3, SO/ 2-1
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n-dimensionaler Fall 2-D

. Ungerade Indizes -
Esgelten + Ausléschungsschema (K]L\’, =\Ky, y Ky
 Halbierungsschema Ky )Zx =K
Flul= ] &5+ r3] k32 + fI5] K3+ N =1 ] K
= Il &3S K+ B K, K+ AN 2] K- K
N/Ez_lf[2k+1]-K}\‘,'72 cu=01,...,N/2-1
x=0
Zerlegung (Rekursion) F [1][”]
1. FurPunkte u=0,1,2,...,N21: Flul=F |ul+F,|ul
= FOly ]+ ko - FUu ]
u=N/2,N/2 +1,...,N-1:. Nach dem Halbierungsschema flir N-te

2. FUr Punkte

Einheitswurzeln gilt i) fir die Koeffizienten der Polynome K'Y’ = K%

ii) fur den konstanten Multiplikator ~ K4*V'? = _K¥
Somit berechnen sich die restlichen Punkte
F[M + N/2]= Feven[u]_ F;dd[u]

_ glo] u , poli]
Hinweis: Das Halbierungsschema liefert die = [“]_ Ky F [”]
Grundlage fur die Wertebereichshalbierung (Frequenz u) und die Halbierung des Aufwands !
VI -74
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n-dimensionaler Fall 2-D

Ef\l |rlar+rdnofnrmo+|nn

Darstellung der DFT als Vektor-Matrix Produkt mit Phaseninformation

Veranschaulichung mit N = 8; o = 2m u:

N-1

\g}

—_

AN (CICICICICICICICIV N
Fu)| 10000000 0| 1t
Fu, | /IO OO0 O G OO Q|| f(x)
) 10000000 0|k
F(u4) G@G@G@@@ f(x4)
F(“6)r @ @ @ G @ @ @ f(x6)
w/@@@QQGGQJM
| ® =90° : o,

o 135 o
® =180° | ¢ = 7050 ® =270° | d=315°

(= 271/8)
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n-dimensionaler Fall 2-D

. .
EanLriartrancfoarmation
WUT IO AT AT TVOTVITTTIUANLTVT ]

Rekursion

Die Berechnung einer N-Element-DFT, kann in 2 (N/2)-Element-DFT,,, Berechnungen
zerlegt werden! (rekursive Anwendung — Divide-and-conquer Prinzip)

Einfache Erweiterung fiir 2D Transformation

Eine N x N-Matrix wird als Vektor mit N2 Elementen aufgefaft !

Zeitkomplexitat — Master-Theorem fur Rekursionsgleichungen
(vgl. T.H. Cormen, C.E. Leiserson, R.L. Rivest. Introduction to algorithms. MIT Press, 1990, p.61ff)

T(n)=2T(§)+f(n) mt =N

aus der asymptotischen Abschéatzung von T(n) folgt:
O(N2 -10gN2)= O(N2 -logN)

Hinweis: Durch Ausnutzung der Struktur 2-dimensionaler Signale kann mittels weiterer
Zerlegung der Aufwand auf 3/4- N2 - log N reduziert werden!
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n-dimensionaler Fall 2-D

Mit der O-Notation wird die asymptotisch obere Grenze bestimmt. Die
Definition lautet:

Eine Funktion f(n) heiBt ,von der Art O( g(n) )“, wobei
O( g(n) ) die Menge von Funktionen

O( g(n) ) = { f(n), fur die es Zahlen ¢, n, gibt, so dal3
(Vn=ny): 0<f(n)<c-gn)}

definiert!

Fur die praktische Anwendung in der Bildverarbeitung sind die
konkreten Werte der Konstanten ¢ und n,von Bedeutung, da diese die
jeweiligen Gr6Ben der Datenmengen (Bilder, Masken) festlegen. Daher ist
far kleine MaskengroBen oft die Faltung bzw. separierte Faltung schneller
im Ortsbereich zu berechnen, als die FFT — erst fur zunehmende GréBen
zahlt sich der Weg Uber den Frequenzraum aus !
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n-dimensionaler Fall

Ef\l |rlor+rdnofnrmo+|nn

2-D

Rekursiver FFT-AIgorlthmus

procedure recursive-FFT (real f[]):

complex F[]

N := size(f[])
Termination (Rekursionsende)
if N = 1 then
F[] = f[]
else Zerlegung ...
KN = exp(-J*2*PI/N)
K = 1
for1 = (£[01, f£[2], f[4], , £IN-27)
f1[] = (£[1], £[3], f[5], , £IN-17)
FO[] := recursive-FFT(£0[])
F1[] := recursive-FFT(£1[]) Rekursiver Aufruf der FFT
for u from 0 to N/2-1
Flu] = FO[u] + K * Fl[u]
F[utN/2] := FO[u] - K * Fl[u]
K = K * KN
end for \\\ . .
. Aufstieg ... Zusammenfiigen der Daten
end if

return F[]
end recursive-FFT
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n-dimensionaler Fall

EanLriartrancfoarmation
LIL! LI LI | 1 LI | L 19} 1

2-D

Aufwandsabschatzung fiir 2D FFT

Flr quadratische Signalfunktionen (Bilder), d.h. N2 Bildpunkte

Konkrete Beispiele fur den Aufwand
bei Transformationen (fir 1D Fall)

Transformation

Filterung

2 - O(N? - log N)

O(N? - log N)

O(N? - log N) komplexe Multiplikationen

FFT far f(.) und g(.)
Multiplikation der Spektren F und G
Rucktransformation

3-0ON?-logN)+N2 ~ O(N?- log N)

N? N log, N Computational Advantage
N (Direct FT) (FFT) (NNog,N)

) 4 2 2.00

4 16 8 2.00

8 64 24 2.67

16 256 64 4.00

32 1,024 160 6.40

64 4,096 384 10.67

128 16,384 896 18.29

256 65,536 2,048 32.00
R 512 ccnreerennes 262,144 ...uureernnnne. 4608 eeiinneiiieieiiinneians 0 TR .
S 024 1048576 10240 10240

2048 4,194,304 22,528 186.18

4096 16,777,216 49,152 341.33

8192 67,108,864 106,496 630.15
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