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Einleitung

Daniel Freedman

Lehrstuhl im Dept. Computer Science des
Rensselaer Politechnic Institute (RPI),
Troy, NY 12180, USA

Arbeitsgebiete
- Computer Vision

- Geometric Algorithms
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Einleitung

Daniel Freedman

Forschungsprojekte im Bereich Geometrische Algorithmen

&

The Hardness of Finding the Optimal Homological Cycle C?M

Incremental Surface Reconstruction

Finding Natural Generators for a Homology Group
Combinatorial Manifold Reconstruction

Provable Curve Reconstruction with a New Sampling Condition
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Einleitung

Incremental Surface Reconstruction

SR klassisches Problem im Bereich Computational Geometry
Bekannte Verfahren bendtigen in R® liegende Oberflache

Vorgestellter inkrementeller Algorithmus erlaubt
Oberflachen beliebiger Kodimension

Dies erlaubt die Rekonstruktion von Oberflachen aus
der Klasse der nicht-orientierbaren Oberflachen

Einleitung (3/4) — Begriffe — Algorithmus — Literatur



I Andere Verfahren zur Oberflachenrekonstruktion

Boissant ,<Sculpting” Delauny Triangulations
I Hoppe et al. a functions zero-level set = surface

Amenta and Bern crust; power-crust (,watertightness”)

Dey co-cone idea

Boissant erster inkrementeller Ansatz (1984)
Bernardini et al. Ball-Pivoting Algorithmus

Gopi et al. computed normals fur inkrementelle

Konstruktion der Oberflache
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I Begriffe und Definitionen

I Im Handout und/oder in diesem Vortrag beschriebene Begriffe:

(Pra-)Hilbertraum Codimension
Mannigfaltigkeit Orthonormalbasis
Tangentialraum Orientierbarkeit
simplicial complex Homoomorphismus

Dimensionsbegriff
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I Beispiele fur nicht-orientierbare Flachen

Mobius-Band

Klein'sche Flasche

Eine Flache F ist orientierbar, falls sie keinen Pfad enthalt,
auf dem sich die Orientierung umkehrt.

Andernfalls heisst F nicht-orientierbar.
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Zum Begriff simplicial complex

Ein simplicial complex K ist eine Menge von Simplexen fur die gilt:

1. Jedes face eines Simplex K liegt ebenfalls in K
2. Jede Intersektion zweier Simplexe 61, 62 aus K ist face

von 61 und 62

Die konvexe Hiille einer nicht-leeren Teilmenge der n+1 Punkte,
die ein n-Simplex definieren, nennt man face eines Simplex.

4 44:» links: simplicial 3-complex
e % .

rechts: abstrakter simplicial complex
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Begriff (Pra-)Hilbertraum

Ein Prahilbertraum ist ein normierter Vektorraum (uber reellen oder
komplexen Zahlen), d.h. dass mit Hilfe des Skalarprodukt eine Norm
erzeugt werden kann. Ein normierter Raum heisst unitar, man in ihm ein
Skalarprodukt einfUhren kann, das mit der Norm verknupft ist.

Ein vollstandiger, unitarer Raum heisst Hilbertraum, welcher eine
Verallgemeinerung der euklidischen Geometrie auf einen

unendlich-dimensionalen Raum darstellt.
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Algorithmus — Einleitung

Besonderheit gegenuber anderen gangigen Verfahren:

Bezug auf Mannigfaltigkeiten (manifolds) und nicht auf den
zugrundeliegenden (topologischen) Raum

Inkrementelle Eigenschaft: bei jeder Iteration wird der
Flache ein einzelnes Dreieck hinzugefugt

— Oberflache muss nicht in R’ liegen, sondern darf
In einem beliebigen Hilbertraum D eingebettet sein

— Rekonstruktion von Oberflachen ohne Begrenzung
(u.a. nicht-orientierbare Oberflachen)
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Ziele des inkrementellen Algorithmus

Gegeben: Menge von (unorganisierten) Punktdaten einer
(unbekannten) Oberflache

Ziel: Konstruktion einer zweiten Oberflache, die
homoomorph zur ersten ist

Teilziel: geometrisch moglichst gute Annaherung an die
originale Oberflache
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Algorithmus — Inkrementelle Rekonstruktion

Aufbau der Flache durch Hinzufugen einzelner Simplexe

Auswahl der dangling edge e des aktuellen Simplex:
die Kante genau einer Flache f,

Ziel ist es, die zweite Flache f2 zu finden
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Algorithmus abstrakt (1/2)

M = {®:}i=1 bis n .y 0 0
1. Initialisierung
RECONSTRUCT (M)
INITIALIZE (M)
do
b = barvycenter(e) .
FILTERING 2. Fllterung
PROJECTION
dy., = 1nf

S 2 - b1 < e 3. Projektion
if !INTERSECTION
r_r = |Zt3 - bl |

draw(e, fl, t1) 4. Priifung und Auswahl von f
until there 1s no e 2
return K
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Algorithmus abstrakt (2/2)

Details des Hauptalgorithmus

RECONSTRUCT({x;}¥_,) t,t vertices 0-simplex
(e. fi. 11, K)=INITIALIZE({x; }]_,)
do
b = barycentre(e) e dangling edge 1-simplex
(I'. Ly=FILTER({x;}}_{. 11. b, e, K)
{uilier = PROIECT({xi}i_. €. 11, 0. ) f f faces 2-simplices
dmin = 00 17 2
forallf, e I
cpot . : )
--j_:” = LI-J”{?‘{ K (current) simplicial complex
X, — Ol =< Gmin
if INTERSECT( f2”, L, {u ;}; ) = False _ _ o
dmin= Ity —bl a r Teilmenge samples simplicial complex
fr=A"
K=KU{o: o C f) L subcomplex in

draw (e. f1. fy) from K with #cofaces(e) = 1
until there is no ¢
return K

Nachbarschaft zu e simplicial complex
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Algorithmus - 1. Initialisierung

INITIALIZE({x; }I_,)

¢g=1 Auswahl initial simplex und
r=argming g [|x; —xg | dan Iin ed ee

J={jFq riangle(x; —xg,x, —x4) 27/4} g g g

5= urgminjej lx; — xgll

f=lqg.r s}

e=1{r, s} o

fo=s - 1. Knoten: zufalliger Knoten q

K=KU{o:0C f}
return (e, fy.17, K)

- 2. Knoten: der zu q nachste
Knoten des Simplex

- 3. Knoten: der zu q zweitnachste Knoten des Simplex, so dass
die Vektoren XX, und XX einen Winkel >= Pi/4 bilden

— wir erhalten (e, 1, 12, K) K ist simplicial complex

Einleitung — Begriffe — Algorithmus (6/16) — Literatur



Algorithmus - 2. Filterung (1/3)

Wie kann die Auswahl von Dreiecken verhindert werden, die zu
einer Selbst-Intersektion der Flache fuhren?

Ansatz: Alle Berechnungen werden lokal in einer Flache
durchgefuhrt, die benachbarte Tangentialrdume der
manifolds approximiert

TxM

g *

Ein Tangentialraum T M ist ein

Vektorraum, der in einem Punkt x ein y(?)
differenzierbares manifold M 'beruhrt'
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I Algorithmus - 2. Filterung (2/3)

Auffinden der Punkte in Nachbarschaft von e
I statt Abstandskriterium: tangentialraum-basierte Methode:

Approximation der Tangentialraume von Punkten nahe der
Kante e der Flache P, die durch e’'s coface f, verlauft

Knoten i und Kante e bilden PZ, wenn Winkel
zwischen P1 und P2 > Pi-€ mit € = Pi/4

Motivation fur Filterung:

War die Oberflache M glatt und gut
gesampelt, existieren mehrere Punkte i in
Nachbarschaft zur Kante e

Einleitung — Begriffe — Algorithmus (8/16) — Literatur



Algorithmus - 2. Filterung (3/3)

sind die Punkte gefiltert, ist es leicht die Simplexe zu filtern:

K = Initialial simplicial complex
[ = Menge der gefilterten Knoten, dann ist
L ={0EK: vert{o} C I } der gefilterte Subcomplex

— L enthalt genau die Simplexe, die den 'Winkeltest' passiert haben

Einleitung — Begriffe — Algorithmus (9/16) — Literatur



Algorithmus - 3. Projektion

Ziel ist das Auffinden von f_fur dangling edge e zur
inkrementellen Triangulation (nachster Abschnitt)

Projektion der Punkte in I' und Simplexe in L.:

wir behalten abstract simplicial (sub)complex und erhalten neuen
geometric simplicial complex

— alle Simplexe schneiden Flache e
in ,naturlicher” Weise oder gar nicht

Einleitung — Begriffe — Algorithmus (10/16) — Literatur



Algorithmus - 4. Inkrementelle Triangulation

Hauptziel des Algorithmus: passende Auswahl von f_ fur Kante e

Finden eines Knoten t aus I' so, dass f, 2-Simplex aus e und t :
SeiL'=LU {0:0Cf }

Mappen aller Knoten iin L" auf korresponierenden Punkt u,
in einer Ebene G'

Schlusselkriterium fur potentielle f :

G' muss geometric simplicial complex sein, d.h.

f2 darf die bereits existierenden Simplexe in der
Nachbarschaft von e nur in ,naturlicher” Weise schneiden
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Algorithmus - 4. Inkrementelle Triangulation

Frage: Existiert coface f, immer?

Theorem: Enthalt L mindestens einen Knoten, der
nicht auf der Linie durch e liegt, dann
existiert ein zweites coface f2, das L hinzu-

gefugt werden kann und L bleibt
ein simplicial complex.

— Da das Theorem beweisbar ist, existiert immer ein f2

Einleitung — Begriffe — Algorithmus (12/16) — Literatur



Algorithmus - 4. Inkrementelle Triangulation

Auswahl eines geeigneten f :
nicht alle potentiellen f, sind ,geometisch schon”

verschiedene Kriterien zur Auswahl denkbar,

hier: kleinster Abstand von t, zum Mittelpunkt von e
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Algorithmus — Komplexitat (1/2)

F = Anzahl der Flachen (faces) einer Oberflache
E = Anzahl der Kanten (edges)
n = Anzahl der sample points
M = {H:i}i=t pis =
Ana Iys e RECONSTRUCT (M)
jj__IRLIZE(EJ
(a) Hauptschleife wird genau F mal durchlaufen o = barycenter(e)
(b) Komplexitat der Schleife in FILTER ist O(n) o = 20
Berechnung von L ist O(n + E + F) SRR L
(c) Komplexitat von PROJECT ist O(|[]) ot por

(d)
(e)

K=KTU|{s: s C ¢
draw(e, £1, tl)

Komplexitat von INTERSECT ist O(|L|) until there is no e

return K

'innere Schleife’ (for all t, in L): O(|I*|L])
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I Algorithmus — Komplexitit (2/2)

I Analyse

Aus (a)-(e) ergibt sich mit einigen Umformungen und der
Tatsache,dass K eine Mannigfaltigkeit darstellt, die Komplexitat

O( n*+n*|T|*|L])

— Exponent von n abhangig von der Dimension D des Raums,
In dem die Flache eingebettet ist
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Algorithmus - Ergebnisse

(a) reconstruction of a sphere,
highly non-uniformed sampling

(b) korrekte Ergebnisse auf Oberflachen
mit nicht-spharischer Topologie:
Beispiel Torus

(c) Varianten der Klein'schen Flasche als
Beispiele fur nicht-orientierbare Flachen
(keine Einbettung in R® moglich):
Einbettung hier in R®

(e .
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